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Resevanje polinomskih enacb z zelvjo grafiko

Solving Polynomial Equations with Turtle Graphics

Ema PtiCak, dijakinja Skofijske gimnazije Vipava
Tadej Vovk, dijak Skofijske gimnazije Vipava

Mentor: Alojz Grahor, Skofijska gimnazija Vipava

lzvleCek

V ¢lanku predstavimo reSevanje polinomskih enacb p(x) = 0 z graficno metodo, ki jo imenujemo »Zelvja grafi-
ka.« S to metodo lahko pois¢emo resitve polinomske enacbe poljubne stopnje, kjer je p(x) polinom z realnimi
koeficienti. Programi dinami¢ne geometrije omogocajo izvedbo te metode na zelo prikladen in zanimiv nacin.

Kljuc¢ne besede: polinomska enacba, dinami¢na geometrija, zelvja grafika

Abstract

This paper presents the solving of polynomial equations p(x) = 0 employing the so-called turtle graphics, whi-
ch we can use to find solutions of a polynomial equation of arbitrary degree where p(x) is a polynomial with
real coefficients. With the help of dynamic geometry software, this concept can be user-friendly and engaging.

Keywords: polynomial equation, dynamic geometry, turtle graphics

1 Uvod

V $olskem letu 2022/23 sva avtorja v okviru Zveze za tehnicno
kulturo Slovenije (ZOTKS) sodelovala na 57. Srecanju mladih
raziskovalcev Slovenije z raziskovalno nalogo iz matematike z
naslovom Resevanje polinomskih enacb z geometrijo. Najin men-
tor je bil profesor Alojz Grahor, ki se mu zahvaljujeva za idejo,
pomoc in podporo. V nalogi sva raziskovala, kako pois¢emo re-
Sitve enacbe p(x) = 0 kjer je p(x) polinom z realnimi koeficienti.
Obravnavala sva reSevanje s parabolami, s tako imenovano Zelv-
jo grafiko in z matemati¢nim prepogibanjem papirja. Pri meto-
di reSevanja s parabolami sva uporabljala program GeoGebra,
ki konstruira parabolo, ¢e sta dana gorisce in premica vodnica.
Zelvja grafika omogoca doloceni tocki na zaslonu (ki ji re¢emo
zelva), da izrisuje lomljeno ¢rto: lahko se premakne naprej ali
nazaj za doloceno Stevilo »korakove, v oglis¢ih pa se zasuka za
dolo¢en kot. Metoda s prepogibanjem papirja deluje tako, da
najprej iz koeficientov polinoma dolo¢imo na papirju s koordi-
natnim sistemom nekaj izbranih tock in premic ter nato s pre-
pogibanjem papirja dolo¢imo tocko, ki predstavlja resitev dane
enacbe. V zadnjem delu naloge sva z vsemi tremi nacini resila
starogrski problem podvojitve kocke. V ¢lanku predstavimo na-
¢in resevanja polinomskih enacb z Zelvjo grafiko. Utemeljitve in
dokazi so navedeni v raziskovalni nalogi (Pti¢ak in Vovk, 2023).

ReSevanje kvadratne enacbe
1.1 Parabola

Parabolo definiramo kot mnoZico to¢k v ravnini, ki so enako od-
daljene od dane tocke G - goris¢a in premice vodnice v.

Ce je os parabole vzporedna abscisni osi, teme v tocki (r, g), go-

ris¢e v tocki G (r + g, q), enac¢ba vodnice x = — g + 7, je enacba
parabole:

(r-97=2p(x-r), 1)
Ce pa je os parabole vzporedna ordinatni osi, teme v tocki (r, q),
gorisce v tocki G (r,g + q), enacba vodnice y = —g + g, je njena
enacba:

(x-1?=2p(y - q). (2)

Slika 1: »Konstrukcija« parabole s prepogibanjem papirja.
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Znano je, da lahko konstruiramo parabolo s prepogibanjem pa-
pirja. Ko prepognemo papir, dobimo model premice, ki mu re-
¢emo pregib.

Na pravokotnem papirju izberemo tocko G (gorisce) in vzpore-
dno s spodnjim robom nari§emo premico vodnico. Se bolje je, da
za premico vodnico izberemo kar spodnji rob papirja. Premico
vodnico (ali spodnji rob papirja) prepogibamo tako, da vodnica
poteka skozi gori§ce. Prakti¢no je najlazje, da si na premici vo-
dnici (spodnjem robu) izberemo niz tock in vsaki¢ papir prepo-
gnemo tako, da izbrana tocka npr. tocka A na vodnici v pokrije
gorisce. Na ta na¢in naredimo veliko pregibov. To so tangente na
parabolo z gori$¢em G in premico vodnico. Ogrinjace tangent
dolocajo parabolo (Slika 1). Dokazimo trditev, ki pojasni kon-
strukcijo parabole (glejte Trditev 1).

Trditev 1: Pregib, ki ga dobimo tako, da premico vodnico pre-
pognemo v tocko G, je tangenta na parabolo z goris§¢em G in
dano premico vodnico.

E A N

Slika 2: K dokazu, da je pregib tangenta na parabolo.

Dokaz: (Glejte Sliko 2.) Na premici vodnici izberemo tocko A
in naredimo pregib BC tako, da se tocka A pokriva s tocko G. Za
vsako tocko C, ki lezi na premici BC, velja, da je enako oddaljena
od tock A in G (trikotnik AGC je enakokrak). Toda le ena tocka
med njimi je enako oddaljena od premice vodnice v in tocke G.
Ta lezi na presecis¢u pravokotnice na vodnico skozi to¢ko A in
premico skozi BC. Za vsako drugo tocko C, ki lezi na premici
(pregibu) skozi BC velja, da njena razdalja do premice vodnice ni
enaka razdalji do gori$ca |CE| # |CG|. Ker je trikotnik AGB ena-
kokrak, je premica skozi tocki B in C (to je dobljeni pregib, ki je
tangenta na parabolo) pravokotna na premico skozi tocki A in G.

QE.D.

1.2 Izpeljava postopka resevanja kvadratne enacbe
z zelvjo grafiko

Dana je kvadratna enacba:
xX*+bx+c=0;b,ceR. (3)

Izpeljali bomo povezavo med re$itvama enacbe (3) in smernimi
koeficienti dolo¢enih tangent na izbrano parabolo (glejte Trditev
2). Dolo¢imo tocke: A(b, 1), B(b, 0), C(0, 0) in D(0, ¢) (Slika 3).
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Slika 3: Povezava resitev enacbe s smernim koeficientom tangente.

Trditev 2: Dana je enacba x* + bx + ¢ = 0; a, b € R. Naj bosta
tocki A(b, 1) in D(0, ¢) ter parabola P z gori$¢em v tocki A in
premico vodnico y = -1. Skozi tocko D konstruirajmo tangen-
to na parabolo P. Smerni koeficient te tangente je enak resitvi
dane enacbe.

—h)2
Dokaz: Enacba parabole P je (x — b)? = 4y oziroma y = &b
(t=b)? . o

" ) Smerni koeficient tan-
gente v tocki T je enak y'(T) =k = (t;—b). Nastavek za enacbo

Na paraboli izberemo tocko T (t,

tangente je enak y = kx + n. Ob upostevanju smernega koeficien-
t2 — b2
4

ta k in dejstva, da tocka T lezi na tangenti, dobimo n = —

in enac¢bo tangente:

_t—bx t2—p?
Y= 4

Ker tangenta poteka skozi tocko D(0, ¢) dobimo
t—b t2—p?
c=—".0-—
2

4
kK +bk+c=0.

Sklep: Za smerni koeficient tangente smo dobili enako enacbo,
kot je dana na zaletku. Torej so resitve dane enacbe enake smer-
nim koeficientom tangent, ki zado$¢ajo opisanim pogojem v Tr-
ditvi 2.

. Ko vstavimo $e ¢ = 2k + b, dobimo enacbo:

QE.D.

Odkriti moramo postopek, kako poiskati enacbi tistih dveh tan-
gent, ki zadosc¢ata opisanim pogojem, in od¢itati njun smerni
koeficient.

1.3 Resevanje kvadratne enacbe z Zelvjo grafiko

Zelvja grafika (angl. turtle graphics) je enostaven nacin vektor-
skega risanja v programerskem svetu. Vkljucena je v enega iz-
med prvih izobrazevalnih programskih jezikov Logo. Virtualni
zelvi uporabnik pove, za koliko in pod kaksnim kotom naj se
premakne, s svojimi premiki pa »Zelva« ustvarja »Zelvjo pot«. Na
podlagi te ideje risanja je zasnovana tudi ta metoda.

Na situacijo, ki jo prikazuje Slika 3, lahko pogledamo drugace.
Opazujemo vse $tiri oznacene tocke A, B, Cin D ter si zamislimo
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pot, ki jo naredi »Zelva, ko se sprehodi po poligonu A, B, C in
D. V tocki A je obrnjena navzdol in naredi pot dolzine 1. Nato se
zasuka desno za kot 90° in naredi pot dolzine b. Ce je b negati-
ven, naredi pot v vzvratni smeri. V to¢ki C se zasuka desno za 90°
in naredi pot dolzine c. (Ce je ¢ negativen, se premika vzvratno.)
Zelva se ustavi v tocki D. Konéni cilj je poiskati enacbo tiste pre-
mice skozi D in E, za katero velja, da je pravokotna na daljico AE
kjer je tocka E izbrana tocka daljice BC. Poligonu A - B- C - D
obicajno pravimo Zelvja pot.

Opisani zadnji del postopka obrnemo (glejte Sliko 3). NariSemo
premici - nosilki daljic BC in CD. Na nosilki BC si izberemo pre-
mi¢no tocko, na primer tocko E. V njej naredimo pravokotnico
na daljico AE. Nato premikamo tocko E po nosilki daljice BC. Ko
s »pravokotnico zadenemo tocko D, je smerni koeficient nosil-
ke daljice ED enak resitvi dane enacbe.

V tocki E, ki lezi na nosilki daljice BC, se »notranja« pot AED
»odbije kot Zogica pri biljardus, a ne tako, da je vpadni kot enak
odbojnemu, ampak sta poti AE in ED med seboj pravokotni. Ta
nacin odboja smo poimenovali »odboj_90«, pa tudi celotni no-
tranji poti AED recemo »odboj_90«.

Primer resevanja kvadratne enacbe je prikazan na Sliki 4. Resena
je enacba x* + 3,5x + 3 = 0. NariSemo Zelvjo pot A-B-C-D
od zaletne tocke A(3,5, 1) s koraki 1, 3,5 in 3. Zelva kon¢a potv
tocki D(0, 3). Na nosilki daljice BC izberemo premi¢no tocko E
in nari$emo odboj_90 z zacetkom v tocki A in odbojem v tocki
E. S premikanjem tocke E pois¢emo taksno lego, da gre pravo-
kotnica na AE skozi to¢ko D. Takrat od¢itamo smerni koeficient
nosilke daljice ED, ki je 1,5. Druga moznost je v tocki F (smerni
koeficient je enak 2). Resitvi dane enacbe sta torej 1,5 in 2.

(0, 3)

enaétba:x® + 35 +3=0

A(3.5.1)

y=—-2r+3

(0,0} B(3,5,0)

Slika 4: Resevanje kvadratne enacbe x* + 3,5x + 3 = 0 z zelvjo grafiko.

Na Sliki 5a je prikazano re$evanje kvadratne enacbe

x* - 5x + 6 = 0. Najprej nariSemo Zelvjo pot A - B- C - D. Le-ta
se zacne v tocki A(-5, 1). Konstruiramo $e odboj_90 in s po-
mikanjem dolo¢imo lego tocke E tako, da se konec Zelvje poti
pokrije z zadnjo to¢ko odboja_90. Resitvi sta 2 in 3 (smerna ko-
eficienta nosilk daljic ED in FD). Na Sliki 5b je prikazan primer
resitve splosne kvadratne enacbe ax? + bx + ¢ = 0. Zacetek Zelvje
poti A - B - C - D je v tocki A(b, a), konec pa v to¢ki D(0, c).

D(0, 6)
enaéha:z* —5z+6=0
)
3
A(-5.1)
1
-p
s o[ ¢(0,0)
B(-5.0)

2 -1 1]
B(-1,0)

,=3)

=—x—3

Sliki 5a in 5b: Primera reSevanja kvadratne enacbe.

Re$ena je enacba 2x* — x — 3 = 0. Enacbi ax® + bx + ¢ = 0 in
x? + Sx + 5 = 0; a # 01imata enaki resitvi. Ker so koeficienti so-
razmerni, sta si zelvji poti podobni s faktorjem raztega a, ustre-
zni premici pa vzporedni. Smerna koeficienta ustreznih premic
sta torej enaka.

2 Resevanje kubicne enacbe

Idejo resevanja kvadratne enacbe z Zelvjo grafiko uporabimo
tudi pri reSevanju kubi¢ne enacbe x* + bx> + cx + d = 0. Zelva je
v zadetni tocki (b, 1), potem pa gre navzdol in nadaljuje po od-
sekih 1, b, ¢, d. Ce je koeficient pozitiven, naredi pot naprej, sicer
pa vzvratno pot. Vsakic¢ se zasuka za 90° v desno. Njena kon¢na
tocka je tocka (d, ¢). S pomocjo odbojev_90 bomo dobili resitev,
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ko bomo »zadeli« kon¢no tocko Zelvje poti. Oglejmo si primera
(Sliki 6a in 6b).

T

txt 4+ Tet 14z +8=0

Sliki 6a in 6b: Primera resevanja kubic¢ne enacbe.

Na Sliki 6a je prikazano reSevanje enacbe x* + 7x* + 14x+ 8 =0z
zelvjo grafiko. Zelvja pot se zaéne v tocki A(7, 1), nato pa opravi
pot po odsekih 1, 7, 14 in 8, vsaki¢ se zasude za pravi kot v desno.
Nato konstruiramo $e odboj_90 s premicno tocko F. Lego tocke
F dolo¢imo tako, da se kon¢na tocka odboja_90 pokrije s konéno
tocko Zelvje poti. Resitev dane enacbe je enaka smernemu koefi-
cientu nosilke daljice FG, to je —4. Na Sliki 6b je prikazana resitev
enacbe 2x° + 3x* - 5x - 6 = 0. Resitev je 1,5. Zaradi sorazmernosti
koeficientov in enake mnozice resitev enacb ax® + bx* + cx + d=0
ter (x3 + sz + gx + g) = 0; a # 0; sta Zelvji poti obeh enacb
podobni.

Teoreti¢no ozadje reSevanja enacbe tretje stopnje z Zelvjo grafiko
je opisano in dokazano v Trditvi 3.
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Slika 7: K dokazu resevanja enacbe tretje stopnje s parabolama.

Trditev 3: ReSujemo enacbo x° + bx* + cx + d = 0. V koordi-
natnem sistemu narisemo tocki A(b, 1) in E(d, c) ter premici
y =-11in x = -d. ZapiSemo enacbi parabol: prvo z gori$em v
tocki A s premico vodnico y = -1 ter drugo z goris¢em v E in
premico vodnico x = -d. Smerni koeficienti skupnih tangent
obeh parabol so enaki resitvam dane enacbe (glejte Sliko 7).

Dokaz: Enacba prve parabole (4, y = -1) je (x - b)* = 4y, enacba
druge (E, x = -d) pa (y - ¢)* = 4dx.

Tangenta na prvo parabolo v to¢ki T'ima enacbo y = kx - k(b + k).

Ker je dobljena tangenta tudi tangenta na drugo parabolo, vstavi-
mo dobljeni y v enacbo druge parabole ter poenostavimo. Upo-
$tevamo, da je tudi t = b + 2k. Tako dobimo kvadratno enacbo:

K22 = 2x(K + b2 + ck + 2d) + k* + 2bK° + (U* + 2¢) k> + 2bck + ¢ = 0.

Diskriminanta te enac¢be mora biti enaka 0:

(-2(K* + bk> + ck + 2d) + k*)? — 4k>(k* + 2bk® + (b + 2¢) kK> +
+2bck + ) =0,
16d(k* + bk* + ck + d) = 0,
B+bk>+ck+d=0.

Sklep: Za izracun smernih koeficientov skupnih tangent obeh
parabol smo dobili enako enac¢bo, kot je dana enacba. To pome-
ni, da so smerni koeficienti skupnih tangent na izbrani paraboli

enaki reSitvam dane enacbe.
Q.E.D.

Zaradi same konstrukcije tangente na parabolo sta daljici AF in
EG pravokotni na tangento (glejte Sliko 8). Z iste slike je razviden
potek re$evanja z Zelvjo grafiko. Primera sta prikazana na Slikah
6a in 6b.

3 Hornerjev algoritem

V tem poglavju preiskujemo, ali sta postopka, ki smo ju opisali v
prejs$njih poglavjih, povezana s Hornerjevim algoritmom. Na Sli-
ki 9 je predstavljen polinom tretje stopnje p(x) = x> + bx* + cx + d,
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F & B

Slika 8: Resevanje enacbe tretje stopnje z zelvjo grafiko.

zelvja pot je A - C - D - E - B, 0dboj_90 pa AGHW. Izpeljimo
povezavo med re$evanjem z Zelvjo grafiko in Hornerjevim algo-
ritmom (Trditev 4).

Trditev 4: Naj bo leva stran enacbe p(x) = 0 polinom p(x) = x* +
+ bx* + cx + d. Vrednost polinoma p(x) pri x = x_je enaka raz-
liki abscis tock B in W, kjer je tocka B kon¢na tocka Zelvje poti,
W pa kon¢na toc¢ka odboja_90 iste poti.

m

.--l-"" .
i Wiw, ) Bid,c)

'\ bt +er+d=0

_ Afb. 1)
D} ‘DE‘E/”/T

b—z 5 x C

Slika 9: K izpeljavi Hornerjevega algoritma na grafi¢ni nacin.

Dokaz: Naj bo x = x_dolzina daljice CG (glejte Sliko 9). Trikotni-
ki ACG, GDH in HEW so podobni. Tako velja:

o__ Y W

1 b—xq - c-y*
Opazimo, da je x enak smernemu koeficientu premice skozi
tocki GH, to je tangensu kota DGH. Iz prej$nje trojne enacbe
dobimo: y = x,(b - x,), w = x,(c - y):

— — 2\ — 2 3 _
w=x,(c-x,(b-x))=x,(c-bx +x})=cx - bx’+x]’=
=cx, - bx+x’-d+d.

Ko v zadnjo enacbo vstavimo -x, namesto x,, dobimo:

w=—cx, -bx}-x’-d+d=
Od tod pa sledi p(x ) = d — w. Torej je razlika med abscisama
tock Bin D enaka vrednosti polinoma p(x, ). Hkrati smo dokazali

tisto, kar Ze vemo, da je resitev enacbe p(x) = 0 (ko to¢ki B in D
sovpadata) enaka smernemu koeficientu premice skozi G in H.

QE.D.

-p(x,) +d.

Na Sliki 9 je kot primer predstavljena enacba x* + 74 + 14x + 8 =0.
0dboj_90 se konca v toc¢ki W, ki ima absciso enako 6. Torej je
vrednost polinoma pri x = -3 enaka p(-3) = d - w = 2. Vrednost
-3 je enaka smernemu koeficientu premice skozi to¢ki G in H
pa tudi abscisi tocke G glede na absciso tocke A, ker je ordinata
tocke A enaka 1, saj je vodilni koeficient polinoma p(x) enak 1.

Obenem smo dobili tudi koli¢nik in ostanek pri deljenju poli-
noma p(x) s polinomom (x + 3). Koeficienti koli¢nika so odseki
odboja_90, pri ¢emer vzamemo za enoto dolZino prvega odse-
ka AG. Odseki so 1, 4, 2, ostanek je 2. Tako je: p(x) = (x + 3)
(P +4x+2)+2.

Ko to¢ki W in B sovpadata, dobimo, da je smerni koeficient
premice skozi G in H resitev dane enacbe, odboj_90 pa nam da
koeficiente koli¢nika. Iskanje resitev lahko nadaljujemo kar na
odboju_90.

3
™

10 #

=

Slika 10: Razstavljanje polinoma.

Na Sliki 10 je prikazano zaporedno iskanje nicel polinoma p(x) =
x*+6x2+ 11x + 6. Zelvja pot je enaka A - C— D - E - B, 0odboj_90
pa poligon AFHB. Od¢itamo niclo -1 in koeficiente koli¢nika 1,
5, 6. Torej je:

X +6xr+11x+6=(x+1)(x*+5x +6).

Ta odboj_90 AFHB vzamemo kot novo Zelvjo pot in nariSemo
drugi odboj_90: AGB. Smerni koeficient premice skozi BG glede
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na novo ordinatno os HG in novo abscisno os HG je enak -2,
koli¢nik pa ima koeficienta 1 in 3. Tako je:

B+6xr+1lx+6=(x+1)(x+2)(x+3).

4 ReSevanje polinomske enacbe visje stopnje

Z Zelvjo grafiko lahko resujemo tudi polinomske enacbe visjih
stopenj od 3. Oglejmo si primer enacbe cetrte stopnje, potem pa
posplosimo.

Dana naj bo enacba x* + 6x° + 13x*> + 12x + 4 = 0. Slika 11 prika-
zuje resitev z Zelvjo grafiko.

L]
D | E
-
i2
i=|EF
10
y=-2r+8 F
B
, Ayt 137 122 44 =0
y=|CH
&
2
B
c
4 2 [ 2 & T g ] 10 12 1
r =BG

Slika 11: K dokazu, da Zelvja grafika deluje tudi pri enacbah visje
stopnje.

Domneva. V primeru re$evanja enacbe x* + 6x° + 13x* + 12x +
+ 4 = 0 z Zelvjo grafiko dobimo resitev dane enacbe takrat, ko

konec Zelvje poti sovpade s koncem odboja_90 (na Sliki 11 je to v
tocki F). Resitev x je enaka negativni vrednosti tangensa naklon-
skega kota nosilke daljice GH: x = -tang.

Utemeljitev. Trikotniki AGB, GHC, HID in IFE so podobni.

Naj bo % = x. V trikotniku GHC velja: % =x= GyTx, v tri-
kotniku HID: % =x= 132_—3;’ v trikotniku IFE pa podobno
IEF| _ _ _

BT T 12w

Zapisemo drugace: y = x (6 - x), z=x(13 - ), 4 = x(12 - 2).

Razvijmo: 4=x(12-2) =x(12 - x(13 - )) = x(12 - x(13 - x(6 - x)))=
=x(12-x(13 - 6x+22)) =x(12 - 13x + 6x° — x°) = 12x - 132 + 6x° — x4,

Tako dobimo enacbo: x* — 6x° + 13x*> - 12x + 4 = 0.

V trikotniku AGB velja, da je x = tang. Hitro pa vidimo, da do-
bimo enacbo enako prvotni enacbi, ¢e x nadomestimo z izra-
zom -tang. To je tudi vrednost, ki je enaka tangensu naklon-
skega kota nosilke daljice GH, kar je enako njenemu smernemu
koeficientu.

Sklepamo, da bo dokaz pri splos$ni enacbi stopnje n potekal ena-
ko, le koeficienti bodo poljubni, nekaj nadaljnjih korakov »zelve«
pa bo analognih. Tako da lahko zapi$emo:

Trditev 5: Polinomsko enacbo x* +a__ x" "'+ +ax’+ax’+
+ax + a = 0 reSujemo po naslednjih korakih:

Prvi korak: V koordinatnem sistemu nariSemo pot od tocke
A(anf »» 1) do koncne tocke X tako, da zacne Zelva pot v tocki A
in se potem na vsakem koraku zasuka v desno za 90°. Ce je na-
slednji koeficient pozitiven, se premakne naprej, sicer pa nazaj za
toliko, kolikor je velikost trenutnega koeficienta. Ce je koeficient
enak 0, se samo zasuka. Zelvja pot se konca v tocki X na zadnjem
koraku, ko se Zelva premakne za koeficient a .

Drugi korak: Na vsakem odseku nariSemo premice, nosilke od-
sekov.
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Slika 12: Prvi primer resevanja enacbe pete stopnje. Resitev je -2.
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Slika 13: Drugi primer re$evanja enacbe pete stopnje. Resitev je 2.

Tretji korak: Na premici, nosilki drugega odseka, izberemo (gi-
bljivo) tocko G in jo povezemo z zacetno tocko A (nariSemo da-
ljico AG). Nadaljujemo risanje poti odboj_90.

Cetrti korak: Premikamo to¢ko G po nosilki drugega odseka
tako, da zadnja pravokotnica sovpada z zadnjo tocko Zzelvje poti,
to je s tocko X.

Rezultat: Smerni koeficient nosilke daljice GH je enak resitvi
dane enacbe.
Q.E.D.

Podobno, kot smo utemeljili resevanje kvadratne in kubi¢ne
enacbe z vodilnim koeficientom razli¢nim od 1, velja tudi za re-
$evanje enacbe visje stopnje.

Sliki 12 in 13 prikazujeta dve od petih reditev enacbe
X+ 3x" -5 - 15x° + 4x + 12 = 0.

Vse resitve so: 1, -1, 2, -2 in -3.

Hornerjev algoritem z Zelvjo grafiko lahko posplosimo tudi na
polinome vi$je stopnje. Dokaz poteka enako. Ker se polozaji
kon¢nih toc¢k Zelvje poti in odboja_90 razlikujejo, ugotovimo
vrednost polinoma p(x,) takole:

Naj bo to¢ka D kon¢na tocka zelvje poti, tocka W pa kon¢na tocka
odboja_90; vektor d vektor v smeri zadnjega premika Zelve, vek-
tor w pa vektor od tocke W do tocke D. Stevili d in w sta abscisi
(pri enacbah lihe stopnje) ali ordinati (pri enacbah sode stopnje)
tock D in W. Vrednost polinoma je enaka p(x,) = F|d — w|.
Predznak je pozitiven, ko sta vektorja d in W enako usmerjena,
negativen pa, ko sta ta vektorja razli¢cno usmerjena.

Ko tocki D in W sovpadeta in dobimo resitev enacbe p(x )= 0,
nam dajo odseki odboja_90 koeficiente koli¢nika. Poglejmo pri-
mere. Upo$tevamo, da peljemo Zelvico po odboju_90 enako kot
pri konstrukciji Zelvje poti. Zelva za¢ne pot v zaéetni tocki odbo-
ja_90 in se na vogalih zasuka za 90° v desno. Odsek, po katerem
se giblje zadenjsko, ima negativen predznak. Zapisimo primera
s Slik 12 in 13:

Slika 12:
X+3x -5 - 152 +4x+12=(x+2)(x* + x¥* - 7x* - x + 6).

Slika 13:
X0+ 3x* = 5x° — 150 + 4x + 12 = (x - 2)(x* + 5x° + 5x% — 5x - 6).

5 Resitev starogrskega problema
podvojitve kocke

Podvojitev kocke je eden izmed starogrskih problemov. Za dano
kocko s stranico a moramo poiskati stranico b nove kocke, ki
ima dvojno prostornino b* = 24°.

. i b\3 o )
Enacbo preoblikujemo v (;) = 2. Oznatimo koli¢nik - = x.
Tako dobimo enacbo x* = 2 oziroma x°* - 2 = 0.

Iz enacbe x* - 2 = 0 sledi, da sta tocki A(0, 1) in D(-2, 0). Zelvico
peljemo od tocke A(0, 1) do tocke D(-2, 0). Kjer se zelva obrne
na mestu (to je v koordinatnem izhodis¢u), vsaki¢ nariSemo pre-
mico v njeni smeri. Ti premici sluzita za konstrukcijo odboja_90
(glejte Sliko 14). Z opisano metodo lahko resimo tudi poljubno
enacbo x* — d = 0, le to¢ka D ima koordinati D(-d, 0).
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Slika 14: Podvojitev kocke z zelvjo grafiko.

Zakljucek

Grafi¢cna metoda re$evanja polinomskih enacb je zelo zanimiva. Pred razvojem racunalniskih aplikacij iz di-
nami¢ne geometrije je bila tezko izvedljiva. Znano je, da je Riaz (Riaz, 1962, v Pti¢ak in Vovk, 2023) izdelal
prakti¢ni pripomocek. ReSevanje kvadratne in kubi¢ne enacbe pa lepo poteka tudi s prepogibanjem papirja. V
raziskovalni nalogi (Pticak in Vovk, 2023) je obdelana tudi ta zanimiva metoda.
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