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Od matematicne preiskave pri pouku
do raziskovalne naloge na tekmovanju
mladih raziskovalcev

From Mathematics Investigation in Classroom to Research Paper
in Young Researcher Competition

lzvleCek

JozZef Senekovic
Osnovna $ola Bojana llicha, Maribor

V ¢lanku je opisan primer preiskovanja pri pouku matematike, ki ga dva uc¢enca nadgradita v raziskovalno na-
logo. Opredeljeni so bistveni poudarki oblikovanja raziskovalne naloge za osnovnosolce. Vsaka raziskovalna
naloga, s katero soo¢imo ucence, je lahko u¢inkovita metoda za razvijanje v nadaljevanju opredeljenih Zelenih
znanj in sposobnosti pri u¢encih. V ta namen je predstavljen konkreten primer raziskovalne naloge. Tako je
omogocen uvid v pozitivne, a tudi morebitne negativne vplive na razvoj u¢encevega razmisljanja.

Kljuc¢ne besede: raziskovalna naloga, poucevanje, matemati¢na preiskava

Abstract

This article describes a mathematics investigation that two students have upgraded into a research assignment.
It outlines the key components of designing a research assignment for primary school pupils. Any research
assignment can effectively build the desired knowledge and abilities of pupils. The concrete example of a
research assignment sheds light on the good and potentially harmful consequences on the development of

student thinking.

Keywords: research assignment, instruction, mathematics investigation

Uvod

Znanje, pridobljeno v osnovni $oli, vedno
bolj prehaja iz formalnega v funkcionalno.
Ucni nadrt, razvijanje kompetenc, pripo-
ro¢ila sveta Evropske unije in spremembe
nacdina poucevanja (npr. formativno spre-
mljanje) usmerjajo in spreminjajo neka-
tere obstojeCe nacine poucevanja. U¢itelji
zelimo s ¢im udinkovitej$im poukom pri
ucencih doseci razvijanje predvsem pro-
cesnih znanj in hkrati z njimi takih social-
nih ved¢in, ki jim bodo omogocale uspe-
$no delovanje v globaliziranem okolju.

Uc¢ni nacrt za matematiko v osnovni $oli
ze v opredelitvi predmeta nagovarja ucite-
lje k dejavnostim, ki spodbujajo in razvija-
jo razli¢ne oblike misljenja, ustvarjalnost,
aplikativna formalna znanja in spretnosti.
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Ucencem z u¢nimi situacijami omogoca-
mo, da spoznajo prakti¢no uporabnost in
smiselnost ucenja matematike (Ucni na-
¢rt, 2011, str. 4). U¢ni nacrt s splo$nimi in
operativnimi cilji daje okvir preiskavam
pri pouku matematike.

Z izrazom preiskovanje oznacujemo
osnovnosolsko obravnavo problemskih
situacij z nejasnimi cilji (Magajna in Za-
kelj, 2000). Preiskujemo torej »naloge«
ali, bolje receno, izzive, v katerih ni dolo-
¢eno, kaj natan¢no moramo ugotoviti, niti
iz formulacije ali konteksta naloge ni raz-
vidno, kako naj pridemo do ugotovitev.

Zgleda takih ugotovitev sta:

o Preiskuj pravokotnike na geoplo$ci
3x3.

o Ali je ugodneje kupovati hrano v Slo-
veniji ali na Hrvaskem?

Cilja obeh nalog sta nejasna, nedorecena
in resevalec se mora sam odlociti, kaj na-
tanc¢no bo preucil in kako bo to storil.

Pri pravokotnikih na geoplos¢i nas lah-
ko zanimajo mogo¢i liki, ki nastanejo,
njihove plosc¢ine, obsegi. V drugem pri-
meru moramo podrobneje premisliti, kaj
razumemo kot ugodnej$i nakup (cena
prehranskih izdelkov, blizina nakupa, po-
rabljen ¢as ...).

Z vidika vsebine pri osnovnos$olskem
pouku matematike preiskujemo dva tipa
problemskih situacij. Pri matemati¢nih
problemskih situacijah so objekti preisko-
vanja matemati¢ne narave, take situacije
obravnavamo z matemati¢nimi preiska-
vami, zgled je zgornja naloga o pravo-
kotnikih na geoplos¢i. Obravnava vecine
preostalih problemskih situacij v osnovni
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$oli temelji na delu s podatki, taka je npr.
zgornja naloga o nakupovanju hrane. Lo-
tevamo se jih z empiri¢nimi preiskavami.

Matemati¢ne preiskave temeljijo na pro-
blemskih situacijah. Problemske situacije
spodbujajo razvoj matemati¢nega razmi-
Sljanja (Zakelj, 2003, str. 16). Matematic-
na preiskava je dejavnost, ob kateri u¢enci
pri pouku ali doma, s samostojnim delom
ali sodelovanjem, premisleki in povezova-
njem znanja prei$cejo znacilnosti, lastno-
sti dane problemske situacije. Preiskava
problemske situacije lahko odpira nova
vprasanja in vodi v matemati¢no razisko-
valno nalogo. U¢enje ob problemskih si-
tuacijah omogoca razvoj procesnih znanj,
ki niso nujno vsa matemati¢na (Zakelj,
2003, str. 34). Prav razvoj znanj, ki pre-
segajo okvire matemati¢nih vsebin, je srz
matemati¢nih preiskav in raziskovalnih
nalog. Gre za znanja, ki so prenosljiva
tudi na druga predmetna podro¢ja in jih
obi¢ajno poimenujemo procesna znanja.

Navedimo kategorije procesnih znanj

(Zakelj, 2003, po Frobisher):

« komunikacijski procesi (pojasnjevanje,
strinjanje, sprasevanje ...),

o operacijski procesi (zbiranje, sortira-
nje, urejanje, spreminjanje ...),

« miselni procesi (analiziranje, razjasni-
tev, razumevanje ...),

o procesi zapisovanja (risanje, izdelava
seznamov, grafi¢ni prikazi ...).

Razli¢ni avtorji procesna znanja razli¢no
klasificirajo. Dodajmo morda $e cedalje
pomembnejsi vidik uporabe digitalne
tehnologije. S preiskavami in raziskoval-
nimi nalogami u¢enci posamezne procese
zdruZzujejo v ucne strategije.

Matemati¢na preiskava poteka ob izbra-
ni problemski situaciji, ki ima najvec-
krat delni ali kon¢ni zaklju¢ek oziroma
ugotovitev raziskovalca. Pri matemati¢ni
preiskavi lahko re¢emo, da gre za metodo
pouka.

Raziskovalna naloga oz. matemati¢na raz-
iskava lahko obravnava enako problem-
sko situacijo kot preiskava, vendar veli-
ko bolj poglobljeno, z iskanjem splo$nih
ugotovitev, posplosenih pravil, zapisov
formul, izdelavo modela. Matemati¢na
raziskava je obseznej$a od preiskave tako
po vsebini kot po ¢asu obravnave. Zah-
teva uporabo razli¢nih strategij, morda
uporabo digitalne tehnologije, uporabo
raznih virov, posvetovanja, razlicnih me-
tod reSevanja. S spreminjanjem pogojev

problemske situacije matemati¢no razi-
skovanje posega v nenacrtovana podrocja
zaCetne problemske situacije. Ugotovitve
matematicne raziskave je treba utemeljiti,
zapisati v matemati¢nem jeziku in pred-
staviti.

Raziskovalne naloge nastajajo tudi na sre-
¢anjih mladih raziskovalcev. Ve¢ o tem
najdete na spletu (https://www.zotks.si/
raziskovalci/razpis). Na podro¢nih izbo-
rih komisije izberejo najkakovostnejse
naloge za drzavno srecanje. Na zaklju¢no
drzavno srecanje se uvrstijo samo naloge,
ki tekmujejo za srebrna in zlata priznanja,
bronasta podelijo Ze prej. Pogosta napaka,
ki jo avtorji in mentorji najveckrat nare-
dijo, tj. usmerjanje v postavljanje hipotez,
izhaja iz presplo$nih navodil za razisko-
valne naloge. O tem pise dr. Borut Jurci¢
Zlobec v ve¢ ¢lankih revije Matematika v
Soli. Naloge te vrste pravzaprav niso ma-
temati¢ne raziskovalne naloge, saj se naj-
veckrat ukvarjajo z odgovori na anketna
vprasanja. Menim, da podrocje matema-
tike, sploh v osnovni $oli, tezko zadosti
predpisanim navodilom za raziskave. Ma-
temati¢ni problemi so odprti, pogosto ne
vemo, v katero smer bo raziskava potekala
in do katerih ugotovitev bomo prisli.

Od matematicne preiskave
do raziskovalne naloge

Poglejmo si primer prehoda od matema-
ticne preiskave k matemati¢ni raziskoval-
ni nalogi. Izhodi$¢e matemati¢ne preiska-
ve je naloga »Katera zaporedna naravna
Stevila imajo vsoto 1712« (Zabkar, 1971).

Nekatere ugotovitve in predstavitev iz-
vedbe preiskave te problemske situacije
pri pouku so opisane v prispevku Ane
Kodelja v priro¢niku Posodobitve pouka
v osnovnoSolski praksi: Matematika (str.
179).

Problemska situacija je odprta. Naloga ne
sprasuje po dveh ali katerem drugem $tevi-
lu sestevancev. Postavlja samo pogoj, da so
Stevila naravna in zaporedna. Problemska
situacija je Casovno obsirnejsa, poleg mate-
mati¢nega znanja zahteva miselne procese,
procese zapisovanja, urejanja, pravzaprav
vse predhodno omenjene (po Frobisher).

V  procesu reSevanja ucenci najprej
najdejo vsoto dveh zaporednih Stevil,
85 + 86 = 171. Uporabijo zase najeno-
stavnej$o in najobicajnejSo pot do resitve.

Dve §tevili najpogosteje sestevajo. Pri opi-
su reSevanja navajajo deljenje Stevila 171
s Stevilom 2 (ker sta v vsoti dve $tevili). S
sklepanjem in poskusanjem ($tevilo 171 ni
deljivo z 2) pridejo do sestevancev 85 in
86. Z uporabo enake strategije razmisljajo
tudi o vsoti treh zaporednih naravnih $te-
vil. Stevilo 171 delijo s $tevilom 3. Koli¢nik
je Stevilo 57. Ker sestejemo tri zaporedna
Stevila, je v vsoti Se predhodnik in nasle-
dnik stevila 57. Torej 56 + 57 + 58 = 171.

Nadaljevanje preiskave je bolj ali manj
odvisno od posredovanja ucitelja. Ucenci
so namre¢ zadovoljni Ze samo z eno resi-
tvijo (Stevili 85 in 86), le redki posame-
zniki razmisljajo o treh zaporednih $tevi-
lih. Izjemno redko kateri izmed ucencev
postavi vprasanje: »Sem nasel vse mozne
resitve? Obstaja $e katera?« Od tu naprej
se za ucence zacne raziskovanje. Potrebna
je spodbuda ucitelja.

Recimo, da ucenci utemeljijo, zakaj Ste-
vilo 171 nikakor ne more biti vsota $tirih
seStevancev. V taki vsoti je vedno polovi-
ca sodih in polovica lihih $tevil (po dve).
Vsota dveh lihih Stevil je sodo $tevilo.
Vsota sodih $tevil je sodo $tevilo. Ker je
vsota §tirih seStevancev vedno sodo Ste-
vilo, lihega stevila 171 nikakor ne more-
mo zapisati na ta nacin. Sledi pomembna
ugotovitev: v vsoti zaporednih naravnih
$tevil mora biti liho $tevilo lihih sestevan-
cev, Ce zelimo dobiti liho Stevilo 171.

Primeri

V vsoti 56 + 57 + 58 =171 je en lihi
seStevanec.

S sistemati¢nim poskusanjem lahko
ucenci najdejo tudi resitev s tremi
lihimi sestevanci. Tako dobijo vsoto
Sestih zaporednih naravnih stevil:

26+27+28+29+30+31=171.

Podobno lahko najdejo resitev s
petimi lihimi seStevanci oziroma z
devetimi zaporednimi naravnimi
Stevili: 15+ 16+ 17 + 18+ 19+ 20 +
214+22+23=171.

Nekateri ucenci so ugotavljali, da je Stevi-
lo 171 deljivo s $tevili 1, 3, 9, 19, 57, 171.
Ker so nasli Ze resitev s tremi in devetimi
zaporednimi naravnimi Stevili, so preve-
rili, ali obstaja 19, 57 ali celo 171 zapored-
nih naravnih $tevil z vsoto 171.
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V nadaljevanju predstavimo razvoj raz-
iskovalne naloge Vsota zaporednih na-
ravnih $tevil (Smaka in Verli¢, 2013).
Ucenca deveto$olca sta problem zaclela
re$evati z zapisom enacb.

Za dve zaporedni naravni Stevili
reSujemo enacbo:

X+Xx+1)=171
2x+1=171
x=285

Resitev sta zaporedni naravni Stevili
85 in 86.

Za tri zaporedna naravna Stevila
reSujemo enacbo:

X+Xx+1)+Kx+2)=171
3x+3=171
x=56

Resitev so zaporedna naravna Stevila
56,57, 58.

Za $tiri zaporedna naravna Stevila
reSujemo enacbo:

X+X+1)+Kx+2)+x+3)=171
Ax+6=171
x=41,25

41,25 ni naravno Stevilo, zato ne
obstajajo Stiri zaporedna naravna
Stevila z vsoto 171.

Ob zapisih enacb, ki sta jih resevala, sta
opazila, da nastaja vzorec. Z x je oznaceno
prvo naravno $tevilo v vsoti zaporednih
naravnih $tevil:

2x+1=171
3x+3=171
4x+6=171
5x+10=171
6x+15=171
7x+21=171
8x+28=171
9x+36=171

Drugi ¢leni vsote oblikujejo zaporedje
Stevil 1, 3, 6, 10, 15 ... To so trikotniska

$tevila. Poljubno trikotnisko $tevilo lahko
zapiSemo @
Zapisala sta splosno enacbo

nn-1) - 171
2 .

nx +

Spremenljivka x je v tem primeru prvo
izmed zaporednih $tevil, ki jih iS¢emo,
n pa je Stevilo zaporednih $tevil (Stevilo
sestevancev). Stevilo 171 je seveda vsota
zaporednih Stevil, ki jih i§¢emo.

Iz enacbe izrazimo prvo zaporedno $tevi-
lo vsote
_ 171 n-1

X =———

n 2

Stevilo x (prvo izmed tevil v zaporedju)
je naravno $tevilo in ga izra¢unamo kot
razliko dveh ¢lenov.

Utenca sta ugotovila, da je prvi ¢len
% € N, ko je n delitelj izbranega stevila

171. Z razcepom na prafaktorje sta po-

iskala delitelje stevila 171, D = {1, 3, 9,

19, 57, 171}. Tako je n € {1, 3, 9, 19, 57,

171}. Ker so vse vrednosti za n liha $tevi-
. n-1

la,! je vrednost ulomka —- vedno narav-

no $tevilo ali Stevilo ni¢.

Vsak delitelj Stevila 171 sta vstavila
v enacbo, jo resila ter tako zapisala
iskana zaporedja naravnih Stevil.

a) n=1
171 1-1

1 2
x =171

Gre za eno zaporedno Stevilo. To je
Stevilo samo, 171.

b) n=3
171 3-1

3 2
x=57—-1=56

Pri treh zaporednih naravnih
Stevilih je prvo torej 56. Iskana
vsota Stevil je 56 + 57 + 58 = 171.

c)n=9
171 9-1

X=—— —

9 2
x=19-4=15

1 Seveda bi v splo$nem resevali enacbo v dveh delih, ko je 7 liho in ko je 1 sodo stevilo.
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Pri devetih zaporednih naravnih
Stevilih je prvo torej 15. Iskana
vsota Stevilje 15+ 16+ 17 + 18 +
19+20+21+22+23=171.

n=19
171 19-1
* =19 2
x=9-9=0

Pri devetnajstih zaporednih
stevilih je prvo torej 0 (ki ni
naravno). Iskana vsota Stevil je
0+1+2+3+4+5+6+7+8+
94+10+11+12+13+14+15+
16+17+18=171.

Na ta nacin smo nasli vsoto
osemnajstih zaporednih naravnih
Stevil 1T+2+3+4+5+6+7+
8+9+10+11+12+13+14+
15+16+17+18=171.

n=>57
171 57 -1

=5y 2
=59 = Ik

Ko dobimo negativno resitev
enacbe, trditev, da je n Stevilo
zaporednih naravnih Stevil, ne
velja vec. V tem primeru dobimo
57 celih stevil od -25 do +31,
katerih vsota je 171. Med temi
celimi Stevili je vsota od -25

do +25 enaka 0. Tako k vsoti
prispevajo le naravna Stevila
26427 +28+29+30+31=171.
Na ta nacin smo nasli vsoto Sestih
zaporednih naravnih stevil.

n=171
171 171-1

T 2
x=1-85=—84

Resitev enacbe je Stevilo -84.

V tem primeru dobimo 171

celih stevil od -84 do +86.

Izkaze se, da je vsota teh sto
enainsedemdesetih celih Stevil
prav tako 171. Med temi celimi
Stevili je vsota od -84 do +84
enaka 0. Tako k vsoti prispevata le
naravni Stevili 85 in 86. Na ta nacin
smo nasli vsoto dveh zaporednih
naravnih Stevil 85 + 86 = 171.
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Pa posplosimo.

Za poljubno liho naravno Stevilo
, ki je vsota zaporednih naravnih
$tevil, izracunamo prvo zaporedno
$tevilo s pomocjo enacbe:
y n—1
X = .

n 2

Stevilo n je delitelj poljubnega lihe-
ga naravnega Stevila y.

Stevilo x je prvo naravno stevilo v
zaporedju.

Stevilo n je hkrati tudi stevilo ¢le-

Primer

Stevilo 20 ima samo dva liha delitelja,
Stevilo 1in Stevilo 5, saj je
D, =1{1,2,4,5,10,20}. Z uporabo
. 20 n-1 -
enacbe x = — — —— zapisemo:

a) n=1
20 1-1
YT T2
x =20

V tem primeru lahko Stevilo 20
zapisemo kot vsoto enega samega
zaporednega Stevila. To je Stevilo

Sledi $e ugotovitev:

Za poljubno sodo naravno $tevilo y
dolo¢imo vsoto zaporednih narav-
nih stevil s pomocjo enacbe

_y n-1

n 2

Stevilo n je lihi delitelj poljubnega
sodega naravnega Stevila y.

Stevilo x je prvo naravno Stevilo v
zaporedju.

Stevilo n je hkrati tudi stevilo ¢le-
nov vsote.

nov vsote.
20 samo. ... . . .
Ce je resitev enacbe x < 0, je v vsoti

b) n=5 zaporednih naravnih $tevil natanko
y - (2]x| + 1) $tevil.

Ce je resitev enacbe x < 0, je v vsoti
zaporednih naravnih $tevil natanko

y - (2|x| + 1) $tevil. 20 5-1
X=——-—
5 2
x =2

V nadaljevanju raziskovalne naloge u¢en-
ca razmiSljata, ali ugotovljeno pravilo
velja tudi za soda Stevila. Raziskovalno
vprasanje torej raz$irita, zanima ju $irsi
vidik problema. V prvem delu namre¢
obravnavata le liha Stevila (ker je 171 liho
$tevilo). Raziskavo nadaljujeta s sistema-
ticnim preizku$anjem uporabnosti pravi-
la $e za soda $tevila.

To pomeni, da lahko Stevilo
20 zapisemo z vsoto petih
zaporednih naravnih stevil
2+3+4+4+5+6=20.

n
—

Za preostale delitelje, ki so soda
Stevila (2,4, 10, 20), pa na primerih
ugotovita, da za x ne dobita
naravnega stevila.

Na primerih ugotovita, da pravilo velja le
za lihe delitelje sodih stevil.

ZakljuCek

Med matemati¢no preiskavo in raziskovalno nalogo je ocitna razlika: po obsegu, globini preiskovanja, ¢asu
dela, zahtevanih procesnih znanjih in uporabi matemati¢nega znanja.

Kot dolgoletni mentor ugotavljam nedvoumne pozitivne pridobitve ucencev, ki se lotijo raziskovalne naloge.
Ucenci postanejo bistveno samozavestnejsi in pridobijo veliko matemati¢nega ter $irSega znanja. Naucijo se
zapisovanja matemati¢nih vsebin, predstavljanja in zagovarjanja svojih idej in zamisli. Utemeljujejo in disku-
tirajo, sodelujejo, razdelijo delo, povzemajo in razmisljajo o novih vprasanjih.

Negativne izku$nje ucencev z raziskovalnimi nalogami lahko bistveno zmanjsajo interes in motivacijo uc¢enca.
Vplivajo lahko tudi na u¢encevo samopodobo. Ucenci pri izdelavi raziskovalne naloge ne smejo doziveti priti-
ska s strani ucitelja. Morebitno nerazumevanje vsebin, postopkov, iskanje resitev ... resujejo skupaj z uciteljem
(mentorjem). Ta vloga ucitelja je zato zelo pomembna, pomembnejsa od vloge usmerjevalca v raziskovanju
matemati¢nih vsebin. Napake v razmisljanju so lahko klju¢ne pri razvoju procesnih znanj. U¢encem nikakor
ne smemo odvzeti moznosti napak. Zato je napa¢na tudi preve¢ pokroviteljska vloga ucitelja, Ce ta prevzame
bistveno delo v korakih nastajanja raziskovalne naloge. Uéenci morajo pridobiti izkus$njo vseh korakov, od
zasnove problema, iskanja problemskih vprasanj, iskanja virov, uporabe digitalne tehnologije, izdelave zapisov,
skic, grafov, postopkov reSevanja do utemeljenih zakljuckov in predstavitve.
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Priro¢nik
Elementi coachinga in supervizije v podporo
kolegialnemu svetovanju:

je nastal iz prakse za prakso.

Avtorici dr. Mihaela Zavasnik in dr. Tatjana AZman izhajata iz predpostavke, da tre-
nutni cedalje hitrejsi tempo sprememb in razvoja terja od ravnatelja, pomoc¢nika rav-
natelja in drugih vodij v vzgojno izobrazevalnih zavodih vse ve¢ ucenja s pogloblje-
nim razmisljanjem, proucevanjem in presojanjem, za kar je praviloma premalo casa.

Glavni del priro¢nika predstavljajo izbrani coachinski in supervizijski pripomocki ter
orodja za kolegialno svetovanje in podpiranje, ki jih je mogoce uporabiti v razli¢nih
kontekstih, kot so:

e delo z zaposlenimi,

e vodenje pedagoskih konferenc in sestankov,

¢ individualna podpora strokovnim delavcem,

e mentorstvo,

e delo z u¢enci, otroki ...

22 orodij je na kratko razloZenih, podani so koraki za uporabo in primeri vprasanj, ki jih lahko uporabite za izvedbo
podpiranja s pomocjo izbranega orodja. Uporabiti jih je mogoce na primer za:

e zastavljanje mocnih vprasanj za razjasnjevanje problemov,

e reSevanje konfliktov,

vodenje refleksije,

analizo stanja,

ugotavljanje vpliva,

usmerjanje v in nacrtovanje prihodnosti,

ustvarjanje ravnovesja,

e omogocanje oddaljenega pogleda na problem ...

Priro¢nik lahko narocite po posti (Zavod RS za 3olstvo, Poljanska c. 28, 1000 Ljubljana),
elektronski posti (zalozba@zrss.si) ali na spletni strani www.zrss.si/spletna-knjigarna/ z@ ZAVOD

N REPUBLIKE SLOVENIJE
Cena priro¢nika je 27,00 EUR. ZA SOLSTVO
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