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Pogled na pouk matematike skozi zadnja
tri stoletja

Dr. Franc Moc¢nik je leta 1871 v priro¢niku Navod k pervi racunici za sloven-
ske ljudske $ole napisal:

»Ucitelj bi gresil proti naravi tega predmeta in proti naravni poti dusnega razvi-
jevanja, ko bi racunska pravila ucencem predkladati hotel le kakor nekaj dane-
ga, kakor puhle posledke tujega razmisljevanja. On mora ucence le s primernimi
vprasanji napeljevati na to, da po lastnosti doticnih nalog in iz Stevilnih razmer
ucenci sami prevdarjajo in sklepajo, kako se imajo zastavljene naloge resevati;
ucenci morajo nacin, po kterem se racunske naloge resujejo, tako reko¢ sami
poiskati, a ucitelj naj jih k temu le primerno napeljuje. Po tej hevristicni metodi
se ucenci nauce, kako imajo ravnati, da zastavljene naloge resijo, pa jim tudi ne
bo tezko najti doticne vzroke, po kterih se je naloga morala izpeljati. Obce nam
je znano, da otroci navadno pozabijo to, kar so se zgolj mehanicno naucili, po
zgorej omenjeni metodi pa dobi spomin svojo mocno podporo v razumnosti; in
Ce bi tudi otroci scasoma pozabili nekaj od tega, kar so si z lastno razumnostjo
pridobili, ostane jim vendar Se dusevna moc, s ktero si slabo zapomnjene reci
lehko vnovic prilaste. Lastna delavnost pa tudi ucence spodbuja, da toliko veé
liubezni in veselja do pouka zadobe. Cimbolj ucenec sam dela in razsoja, tim-
bolj je zadovoljen, ko se zaveda svoje lastne moci; vsaka nova po lastni poti in
z lastnim trudom pridobljena rec ga toliko bolj veseli in ga spodbuja k tolikanj
velji prizadevnosti. Po tem nacinu vravnavani nauk je najterdnejsa podlaga,
na kteri se doseze gotovost in urnost v $teviljenji, vsestransko jasen spregled, pa
tudi gibcnost in Zivost duha, ki pelje ucenca do samostojnosti.«

In dr. Amalija Zakelj v priro¢niku Kako poucevati matematiko: teoreti¢na zas-
nova modela in njegova didakti¢na izpeljava leta 2003 zapiSe:

»Predvsem v drugi polovici prejsnjega stoletja pa sta znanost in tehnika doZiveli
izjemen razcvet, ki mu je bila Sola, naravnana na stare vedenjske, kulturne in
proizvodne procese, vse manj kos. To je terjalo njeno temeljno preobrazbo, ki Se
traja in v nekaterih predelih sveta bolj, v drugih pa manj uspesno lovi bliskovit
razvoj vseh podrocij. Ena glavnih znacilnosti teh preobrazb je v poudarjanju
aktivne vloge ucencev, ki naj znanje izgrajujejo oz. konstruirajo v procesu od-
krivanja in izkusanja. Sola oz. ucitelji naj jim ne bi stregla le z gotovimi znanji,
npr. z razlagami, interpretacijami in kriticnimi mislimi, ampak naj bi se ucence
spodbujalo tudi k temu, da prihajajo do razlag z lastnim odkrivanjem, da sami
interpretirajo, da kriticno razmisljajo ...«

Ker se zapisanega kot bralci revije zagotovo zavedamo, lahko kaksno idejo za
pouk najdemo tudi med prispevki revije.

Ucenci preiskujejo lastnosti ulomkov na Knjiznem sejmu.

mag. Mateja SIRNIK, odgovorna urednica

hﬁ\&(ﬂ:a S\’\’W\\L
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Strah pred matematiko
ali matematicna anksioznost

Mag. Sonja Rajh
Zavod RS za Solstvo

lzvleCek

V prispevku bomo opredelili razlike med strahom in anksioznostjo ter spoznali specifi¢ne oblike anksioznosti,
ki se pojavljajo v $olskem okolju: testna anksioznost, matemati¢na anksioznost, $olska fobija in socialna anksi-
oznost. Predstavili bomo znacilnosti anksioznih posameznikov, vzroke za matemati¢no anksioznost ter njeno
povezanost s starostjo, spolom, inteligenco posameznika ter z njegovo uspe$nostjo pri matematiki.

Kljuc¢ne besede: matematika, strah, anksioznost, dosezki, Custva

Fear of Mathematics or Mathematics Anxiety

Abstract

Following a discussion of the differences between fear and anxiety, the article introduces specific forms of
anxiety that occur in the school environment, i.e., test anxiety, mathematics anxiety, school refusal, and social
anxiety. It then turns to examine the characteristics of anxious individuals, suggests the causes, and looks at
the correlation of mathematics anxiety with age, gender, intelligence, and mathematical performance.

Keywords: mathematics, fear, anxiety, achievements, emotions.

Uvod

Matematika je eden od temeljnih in najpomembnejsih predme-
tov izobrazevalnega sistema v Sloveniji in tudi v tujini. U¢enci
se z njo srecujejo skozi celotno osnovnosolsko in srednjesolsko
izobrazevanje. Takoj za materin$c¢ino je to predmet, ki mu je po
predmetniku namenjenih najvec ur pouka.

V vsakdanjem pogovoru pa tudi v razli¢ni literaturi pogosto
zasledimo, da se kdo boji matematike, je ne mara ali jo celo
sovrazi. Nekateri jo jemljejo kot nujno zlo, da se prebijejo skozi
$olanje in zmotno menijo, da je kasneje ve¢ ne bodo potre-
bovali. Seveda je to nam, uditeljem matematike, ki obozuje-
mo matematiko, nepredstavljivo. Tudi informacije, zbrane v
mednarodnih raziskavah, kot sta PISA in TIMSS, da slovenski
ucenci in dijaki ne uzivajo v u¢enju matematike, nas morajo
zaskrbeti.

George Polya (Polya, 1956) je leta 1956 v predgovoru k drugi
izdaji knjige Kako resujemo matematicne probleme omenil in
komentiral rezultate Studije: »... matematike se drzi dvomljiv
sloves najmanj priljubljenega u¢nega predmeta. Bodoc¢i ucitelji
matematike se v klopeh osnovne in srednje Sole naucijo sovraziti
matematiko ... Vra¢ajo se v osnovno in srednjo $olo, da bi nau-
¢ili nove generacije sovraziti matematiko.«
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Strah in anksioznost (oz. tesnoba)

Vsakega od nas je lahko kdaj pa kdaj za kratek ¢as strah, prestra-
$imo se lahko tudi matematike, ceprav jo imamo radi. Strah je
naravna reakcija na drazljaj, ki ogroza posameznikovo blagosta-
nje in varnost (Carr, 1999, v Lutovac 2014). Kratkotrajni strah je
koristen, ¢e se pojavi, ko nam grozi nekaj potencialno nevarnega
ali ogroZujocega. Takrat nas preplavi adrenalin, poveca se dejav-
nost mozganov, pospesi se delovanje srca, to povzroci bolj$o pre-
krvavitev misic, kar nam pomaga pri begu ali soocenju. Tak strah
je koristen in lahko tudi resi zivljenje.

Iz strahu in zaskrbljenosti se lahko razvije anksioznost. Strah
je reakcija na nevarnost, prisotno v sedanjosti, usmerjena je v
to¢no dolocen zunanji objekt ali situacijo in traja krajsi ¢as kot
anksioznost. Izvor strahu je mozno dolo¢iti, medtem ko anksi-
oznost ne izhaja iz obstojece, temvec¢ iz pricakovane situacije v
prihodnosti (Hribar in Magajna, 2011). Ker nevarnost ni jasno
opredeljena, se proti njej ne moremo boriti, zato se po¢utimo
nemocne.

Anksioznosti (oz. tesnoba) oznacuje nerazumski, prekomeren
in nenehen strah, ko sploh nismo ogrozeni. Obcutek tesnobe in
zaskrbljenosti sta usmerjena na prihodnost. Anksioznost ovira
vsakodnevno rutino in akademsko napredovanje posameznika.
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Telesne in vedenjske spremembe, ki jih dozivlja posameznik ob
tesnobi, so podobne odzivu na stres, le da so bolj izrazite. Vklju-
¢ujejo pospedeno bitje srca, slabost v Zelodcu, potenje, tresenje,
napetost misic, hitro utrudljivost, tezave s prebavo, otezeno di-
hanje, vrtoglavico, nespecnost, tezave s koncentracijo. Na ravni
¢ustev posameznik dozivlja vznemirjenost, ob¢utke ogrozenosti,
strahu in panike. Na ravni misljenja se porajajo neprestane skrbi
o stvareh, ki so zanj pomembne, ter misli kot: »Zmesalo se mi
bo.«, »Tega ne morem obvladovati.« (NIJZ, b. d.).

Pri otrocih predstavlja anksioznost neopredeljeno izku$njo ogro-
zZenosti, neugodja in nemira, ki se ga otrok ne more znebiti in ne
more najti resitve, saj pravzaprav ne ve, kaj ga skrbi (Zupancic,
1996, v Hribar in Magajna, 2011).

Anksiozne motnje so zaznane kot prevladujoca oblika psihiatri¢-
nih motenj tako pri odraslih kot otrocih.

Za laZjo prepoznavo anksioznih ucencev navajamo znacil-
nosti:

« »s0 napeti in se tezko sprostijo,

. toZijo za pogostimi telesnimi tezavami,

« lahko se izogibajo Solskemu delu ali odlasajo zaradi
strahu, da zadolzitev ne bodo opravili dovolj dobro
(pretiran strah pred napakami),

5o pretirano zaskrbljeni in nerealno ocenjujejo lastno
Zmoznost,

« pretirano poudarjajo pretekle napake in tudi v prihod-
nosti pricakujejo neuspeh,

« potrebujejo neprestano odobravanje, posebno s stra-
ni odraslih in avtoritet,

+ njihov strah pred obiskovanjem 3ole se obc¢asno pojav-
lja v situacijah, ko so zaskrbljeni, da njihovo izvajanje
ne bo dovolj dobro glede na pri¢akovanja,

+ se na videz vedejo bolj zrelo od vrstnikov, vendar pa
to vedenje izvira predvsem iz prilagajanja zahtevam
drugih, posebno odraslih,

+ teZjo k perfekcionizmu in se izogibajo manj strukturi-
ranim zahtevam,

+ se izgubljajo v nepomembnih podrobnostih in imajo
tezave pri zaznavanju Sirse slike neke naloge, proble-
ma ali zahteve,

+ 5o pretirano obremenjeni s skrbmi v zvezi s pravilnim
in sprejemljivim vedenjem,

+ ne zaupajo vase in so pretirano odvisni od mnenja in
usmerjanja drugih« (Hribar in Magajna, 2011).

Testna anksioznost

V $olski situaciji se poleg splo$ne anksioznosti pojavljajo tudi
bolj specificne oblike, kot so: testna anksioznost, matematic-
na anksioznost, Solska fobija in socialna anksioznost (Kozina,
2016).

Ceprav je osrednja tema tega prispevka matemati¢na anksio-
znost, predstavimo $e testno anksioznost, v zakljuc¢ku tega po-
glavja pa omenimo $e ostali dve specifi¢ni obliki anksioznosti.

Testna anksioznost se nanasa na anksioznost, ki jo posameznik
dozivlja ob realnem ali namisljenem soocanju s testno ali izpitno
situacijo (Kozina, 2016).

»Drazljaji, ki izzovejo strah, se spreminjajo od najzgodnejSega
otro$tva pa vse do adolescence. V obdobju med 8. in 11. letom
starosti otroci visoko vrednotijo $olske in $portne dosezke, po-
sledi¢no pa se v tem Casu pogosto pojavljajo strahovi in anksi-
oznost, povezani s Solsko uspe$nostjo, $e zlasti testna anksio-
znost.« (Mash in Wolfe, 1999, v Lutovac 2008).

Posameznik preverjanje in ocenjevanje znanja presoja in dozi-
vlja kot nek zanj ogrozajo¢ dogodek, saj mora v zelo kratkem
¢asu in v napetem stanju pokazati pridobljeno znanje. Zaradi
anksioznosti postane negotov in zmeden, njegova uc¢inkovitost
se zmanjsa, kar pa Se dodatno okrepi zaznavanje situacije kot ne-
varne. V naslednje podobne situacije pisnega ali ustnega prever-
janja in ocenjevanja znanja tako vstopa z okrepljenim ob¢utkom
ogroZenosti in pri¢akovanjem neuspeha. Raziskave so pokazale,
da je pri ucencih s testno anksioznostjo prisotna visja stopnja an-
ksioznosti ze kot osebnostna poteza (Hribar in Magajna, 2011).

Pri vrednotenju znanja u¢enci nimajo nadzora nad samim pro-
cesom izvajanja vrednotenja, saj odgovarjajo na vprasanja, ki jih
postavi ucitelj. Anksiozni posameznik se bo tezje znasel v situa-
ciji, kjer so vprasanja odprtega in problemskega tipa, saj zahte-
vajo fleksibilno misljenje in povezovanje znanja (Puklek Levpu-
s¢ek, 2006).

Med glavne zunanje povzroditelje testne anksioznosti spadata
$olski rezim in ucitelj. Ker si ulitelj in u¢enec pri ustnem ocenje-
vanju gledata iz o¢i v o¢i, je testna anksioznost posameznika pri
ustnem ocenjevanju lahko $e vigja kot pri pisnem ocenjevanju
(Pecjak, 1993, v Friskovec, 2016).

Ucenec dozivlja anksioznost tudi v primeru, da ne pozna name-
nov ucenja in kriterijev uspesnosti, zato si vnaprej ustvarja prica-
kovanja o visokih in zanj nedosegljivih kriterijih. Veliko u¢encev
je prepric¢anih, da jih bo ucitelj vprasal ravno tisto podrobnost, ki
se je niso naucili (Puklek Levpuscek, 2006).

Zelo pomembna je u¢enceva motivacijska naravnanost, ki je lah-
ko vi$ja, ¢e ucenec verjame, da je lahko uspesen. U¢na situacija
zanj ne bo ogrozajoca, ¢e bodo najprej zagotovljene nizje po-
trebe, kot so jasna pravila in primerne tezavnosti nalog (Rojko,
2005).

Utitelj naj z ucenci pogosto ponavlja in utrjuje u¢no vsebino
ter pred ocenjevanjem znanje tudi preveri, da bo ocenjevanje
za ucence predvidljivo in psiholosko varno. U¢ence naj opogu-
mlja in jim omogoca, da mu postavljajo vprasanja v zvezi z uéno
vsebino. Testna anksioznost se pri u¢encih pojavi ve¢ dni pred
ocenjevanjem, saj jo obc¢utijo med ucenjem, ob srec¢anju z udi-
teljem, ob pogledu na zvezek ... Uitelj naj vzpostavi varno in
spodbudno u¢no okolje, kar je $e posebej pomembno pred pre-
verjanjem in ocenjevanjem. Priporocljivo je, da uporabijo stra-
tegijo sprostitve, da ucenci s preprostimi dihalnimi tehnikami
sprostijo napetost in tako lazje usmerijo pozornost k resevanju
nalog (Puklek Levpuscek, 2006).

Solska fobija je nerealen strah pred odhodom v $olo, v ozadju
katerega je lahko bodisi separacijska anksioznost ali socialna an-
ksioznost (Hribar in Magajna, 2011).
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Za socialno anksioznost je znacilno dozivljanje mocne tesnobe
ob stikih z drugimi ljudmi, ¢ustvena vznemirjenosti ob izposta-
vljanju drugim, strah pred nastopanjem, zaskrbljenost v zvezi s
socialno podobo in zadrzanost zlasti v novih situacijah (Puklek
Levpuscek, 2006).

Matematic¢na anksioznost

Oblike anksioznosti v $olski situaciji, kot so testna anksioznost,
matemati¢na anksioznost, Solska fobija ... ovirajo kognitivno
funkcioniranje, u¢enje in Solsko prilagajanje (Hribar in Magaj-
na, 2011).

Anksioznost se sicer pojavlja pri vseh $olskih predmetih, a je pri
matematiki najpogostej$a oziroma je matemati¢na anksioznost
najpogosteje omenjena zaradi osrednje vloge, ki jo ima matema-
tika v nagem Solskem sistemu (Lutovec, 2008). Obstajajo pa tudi
oblike anksioznosti, ki se navezujejo na druge predmete (na pri-
mer na tuje jezike) (Kozina, 2016).

Matemati¢no anksioznost oznacujejo neprijetna ob¢utja napeto-
sti, tesnobe, nelagodja, Ziv¢énosti, zaskrbljenosti in prekomerne-
ga strahu v situacijah re$evanja nalog, ki zahtevajo matemati¢no
znanje. Vsa ta neprijetna obcutja ter fiziolosko vznemirjenje in
reakcije (napetost, nemir, povi$an sréni utrip, potenje ...) ovira-
jo storilnost pri matematiki. Pri matemati¢no anksioznem posa-
mezniku se ne pojavljajo le v Solskih okoliS¢inah, ampak tudi v
vsakodnevnih situacijah, ki zahtevajo matemati¢no znanje (npr.
pri uporabi $tevil v trgovini) ali celo takrat, ko samo pomisli na
matematiko. Matemati¢no anksioznega posameznika nepresta-
no skrbi njegova uspesnost pri matematiki.

Strokovnjaki ocenjujejo, da kar 17 % populacije trpi za mo¢no
matemati¢no anksioznostjo (Ashcraft in Moore, 2009, v Tepes, b.
d). Nekateri psihologi jo smatrajo celo za motnjo, ki jo je mogoce
diagnosticirati in jo celo merijo z razli¢nimi vprasalniki (Tepes,

b. d).

Sonja Lutovac meni, da znanstvena spoznanja o matemati¢ni an-
ksioznosti ne sodijo zgolj v domeno didaktike matematike, pa¢
pa se mocno dotikajo tudi podro¢ja psihologije in pedagogike.
Posamezniki, ki so visoko matemati¢no anksiozni, imajo tudi
katero izmed anksioznih motenj (Lutovac, 2008).

Znacilnosti matemati¢no anksioznih
posameznikov

Anksiozen udenec je nesamozavesten in ima napac¢na preprica-
nja o svojih sposobnostih. Preprican je, da njegove zmoznosti
ne dosegajo ravni zahtevanega znanja, ter je zaskrbljen zaradi
neuspesnosti, ki jo celo pri¢akuje. Ker pa je ravno pri¢akovanje
lastne u¢inkovitosti in uspe$nosti, poleg zaznavanja pomembno-
sti in uporabnosti u¢nih vsebin, pomembna motivacijska sila za
ucenje, je zaradi pomanjkanja vsega tega njegova u¢na uspesnost
slabsa.

Matemati¢no anksiozni u¢enci imajo pomembno niZje ra¢unske
zmoznosti na razli¢nih podro¢jih matematike, posledi¢no ima-
jo nizje ocene pri matematiki, kar lahko njihovo anksioznost v
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prihodnjih situacijah re$evanja nalog $e zvisuje. Za njih velja, da
so obremenjeni s ¢asovno omejitvijo, v kateri morajo resiti ma-
temati¢no nalogo in da so osredotoceni na neuspeh — namesto
na uspeh. Imajo vedje zahteve po strukturiranosti nalog in po
rutinskosti nalog. Izogibajo se soocenju s tezjimi nalogami, kjer
je uspeh nepredvidljiv.

Za visoko matemati¢no anksiozne ucence velja, da:

o so vkljuceni v manj matemati¢nih dejavnosti,

o se izogibajo matematiki in tudi naravoslovju,

 vmanjsi meri izbirajo predmete, povezane z matematiko,

o izberejo $tudij, kjer ni dosti matematike,

« imajo slabse ocene pri matematiki,

« so slab$e matemati¢no pismeni,

« imajo tudi bolj negativna stalis¢a do matematike in

« negativna prepricanja o lastnih matemati¢nih sposobnostih.

Matemati¢no anksiozni posamezniki se izogibajo matematiki in
odlasajo z ucenjem do zadnjega dne, a se takrat ucijo celo noc.
Seveda so zaradi takega nacina ucenja neuspesni. To je podob-
no, kot Ce bi za tekaski maraton zaceli trenirati dan pred tekmo-
vanjem in bi tekmovali utrujeni in nenaspani. Barbara Oakley
ugotavlja, da odlasamo s stvarmi, ki v nas vzbujajo nelagodje
(Oakley, 2022).

Ceprav je pri nas matemati¢na anksioznost Se premalo raziska-
na, se nekateri strokovnjaki (predvsem v tujini) ukvarjajo z njo.

V raziskavi (Clute, 1989, v Puklek Levpuscek, 2014) so bili viso-
ko anksiozni posamezniki bolj uspesni, kadar je ucitelj upora-
bljal frontalne u¢ne oblike pouka z metodo sistemati¢ne razlage,
demonstracije primerov in utrjevanje z reSevanjem novih nalog.
Tisti posamezniki, ki niso imeli teZav z anksioznostjo, pa so do-
segali boljse uspehe v skupinah, kjer je ulitelj uporabljal bolj
konstruktivisti¢ne pristope k pouku matematike, to je metode z
lastnim odkrivanjem in problemsko uéenje.

Ucenci so porocali, da so anksiozni predvsem v situacijah, ko jim
ucitelj matematike zastavi vprasanje, kadar tekmujejo v matema-
ti¢nem kvizu, ko morajo pojasniti matemati¢ni problem oziroma
resitev so$olcu ali ucitelju in ko jih nekdo opazuje med reseva-
njem naloge (K. Newstead, 1995, v Puklek Levpuscek, 2014).

Matemati¢no anksiozni ucenci imajo tudi:

« splosno anksioznost (poteza in stanje),

o testno anksioznost (skrb in emocionalno neugodje v testnih
situacijah),

o strah pred negativnim socialnim vrednotenjem (Hembree,
1990, v Puklek Levpuscek, 2014).

Vzroki za matemati¢no anksioznost

V druzbi velja prepricanje, da je matematika zelo zahtevna in
tezko razumljiva, zato so moznosti uspesnosti pri matematiki
manj verjetne. Podobno velja prepri¢anje, da so pri matematiki
uspesni le redki izbranci in to predvsem fantje, saj matematika ni
tipi¢no podrocje, na katerem bi se dekleta enako ali bolje doka-
zovala kot fantje. Matematika pa ne velja samo za zelo zahtevno,
ampak je tudi prepoznana kot zelo pomembna za nadaljnje iz-
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obrazevanje. Poleg tega je povprecna uspesnost pri matematiki
nizja kot pri ostalih predmetih in se zmanj$uje skozi leta $olanja.
Ucenci so navajali, da so v stiski zaradi pritiskov starsev, ki Zelijo,
da je njihov otrok najboljsi.

Ve¢ moznosti za pojav matematicne anksioznosti obstaja pri ti-
stih uéencih, ki se ucijo le postopke in strategije reSevanja, manj
pa se ukvarjajo z razumevanjem matemati¢nih problemov (za-
radi pomanjkljivega razumevanja jim manjka neka celostna ori-
entacija v problemski situaciji). Tudi neugodne pretekle izku$nje
pri pouku matematike ali pri domacem delu, ki vodijo do izo-
gibanja ukvarjanja z matematiko, in vrzeli v znanju povecujejo
matemati¢no anksioznost. Ker se znanje pri matematiki nadgra-
juje, je zelo pomembna predstavitev vsebin na razli¢ne nacine in
povezovanje matemati¢nega znanja s posameznikovimi interesi
in Zivljenjskimi situacijami, ki omogoca uvidenje uporabnosti,
pomembnosti in vpletenosti matemati¢nih problemov v vsakda-
nje Zivljenje (Hribar in Magajna, 2011).

Med poglavitnimi dejavniki tesnobnosti in nelagodja pri reseva-
nju matemati¢nih problemov so navedeni tudi ucitelji oziroma
njihov pretirano strog na¢in vodenja razreda, neustrezna komu-
nikacija z u¢enci in neustrezni stili poucevanja.

Kot slabe izkusnje z uciteljem so v raziskavi navedene:

« uciteljeve slabsalne opazke,

« negativno vedenje do ucencev,

+ uciteljevo neobcutljivost za nerazumevanje vsebin pri ucen-
cih (Jackson in Leffingwell, 1999, v Puklek Levpuscek, 2014).

Ce povzamemo, je vzrokov za matemati¢no anksioznost ve¢ in
so prepleteni med seboj.

Sola, ucitelj:
- neprijetne izkusnje v 3oli,
- neustrezne uc¢ne oblike,
nacini poucevanja,
- neobcutljivi ucitelji,
- anksiozen ucitelj,
- neustrezen uc¢ni nacrt in ucbeniki.

Ucencev odnos:

- pomanjkanje vztrajnosti,
- dvom v lastne sposobnosti,
nizka samopodoba,

- zaznavanje matematike
kot neuporabne,

- prepricanje, da je
matematika tezka,

- prepricanje, da je
matematika moska
domena.

Pritiski starSev in druzbe:
Matematika:
- zelo zahtevna,
- visoko cenjena, pomembna,
- visoka pri¢akovanja
do obvladovanja,
- predstavljena kot strogo
upostevanje pravil.

Povezava matematic¢ne anksioznosti
s starostjo

Kot navaja Sara Tepes, si strokovnjaki v zvezi z matemati¢no
anksioznostjo o marsi¢em niso enotni, se pa vsi strinjajo, da je
priucena. Zelo pomembna so prva sporodila, ki jih otrok prejme

od starSev. Vec¢ina otrok pred vstopom v Solo ne razvije dovolj
pozitivnih staliS¢ o matematiki, kot se to zgodi npr. pri branju
(Tepes, b. d.). Veliko star$ev otrokom pogosto bere (npr. pravlji-
ce, pesmice, uganke ...) in se z njimi pogovarja o prebranem.
Tako jim pribliza materni jezik. Redkokdo pa s svojim otrokom
za zabavo racuna ali pa z njim re$uje matemati¢ne probleme, ga
seznanja z matemati¢nimi zanimivostmi in lepoto matematike.
Ko se otroci v $oli prvi¢ sre¢ajo z matematiko, je ve¢ina stvari ze
zamujena, koncepti so zanje tuji in nerazumljivi. Morajo se $ele
nauciti jezika v »dezeli matematiki«, da bi razumeli ucitelja.

V zacletnih letih $olanja so ucenci sooceni z zaprtimi matema-
tiénimi izzivi, ki imajo le en pravilen odgovor. Dejstvo, da bo
odgovor pravilen ali napacen in da bo napacen precrtan z rde-
¢im pisalom, je lahko zelo zastrasujoce za ucence, ki se Ze bojijo
neuspeha. Ucenci se bojijo narediti napako, zato rajsi sploh ne
poskusijo resevati, Ce niso sigurni v svoje znanje.

Ceprav v starosti med 9. in 11. letom uéenci razvijejo odnos in
Custvene reakcije do matematike, je stopnja matemati¢ne anksi-
oznosti v tem obdobju $e nizka. Ker pa matemati¢na anksioznost
nastopi s formalnim Solanjem, pomeni, da jo lahko povezujemo
z ucenjem. Sonja Lutovac meni, da je matemati¢na anksioznost
naucen in ne prirojen pojav (Lutovac, 2008). To pomeni, da jo
lahko tudi odpravimo.

»Ce tezavam, vezanim na povecano anksioznost, v otrotvu in
mladostniStvu ne namenjamo ustrezne pozornosti ter jih ne
obravnavamo, vztrajajo v odraslo dobo in povecajo verjetnost
prilagoditvenih tezav v odraslosti.« (razli¢ni avtorji, 2009, v Ko-
zina, 2011).

Povezava matematic¢ne anksioznosti s spolom

Splosna anksioznost je v vseh starostnih obdobjih pogostejsa
pri zenskah kot mogkih. Raziskovalci $e vedno puscajo odprto
moznost, da so razlike med spoloma plod kulturno pogojenih
stereotipov in tudi vecje sposobnosti prepoznavanja in poroca-
nja o simptomih anksioznosti pri Zenskem spolu v primerjavi z
moskim (razli¢ni avtorji, 2009, v Kozina 2011).

Razli¢ne raziskave pri u¢encih kazejo, da je pri dekletih zaznana
nizja samoucinkovitost na podroc¢ju matematike kot pri fantih.
Dekleta niso prepricana o lastnih zmoznostih u¢enja matemati-
ke in v moZnost uspe$nosti pri matematiki, saj slabse zaupajo v
lastne sposobnosti in tudi anksioznost je pri njih zaznana v vecji
meri kot pri fantih.

Podobno kot ugotavljajo pri odraslih, raziskovalci pripisujejo
niZjo zaznano samoucinkovitost pri matematiki ter visjo mate-
mati¢no anksioznost pri dekletih kot fantih tudi preprostemu
dejstvu, da so dekleta v ve¢ji meri nagnjena k razkrivanju po-
datkov o sebi kot fantje, ter prepri¢anju fantov, da je dozZivljanje
anksioznosti zanje socialno nesprejemljivo (Puklek Levpuscek,
2014). Raziskave sicer ugotavljajo, da so dekleta v povprecju bolj
matemati¢no anksiozna kot fantje, vendar ne zaznavajo statisti¢-
no pomembnih razlik med spoloma (Lutovac, 2008). Kot mozne
vzroke za razlike med spoloma nekateri avtorji omenjajo druz-
beno pogojene vloge oz. pri¢akovanja ter verovanje v matematic-
ne mite (Ruben, 1998, v Lutovac, 2008).
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Pa na tem mestu omenimo le nekaj teh mitov, ¢eprav je za razu-

mevanje razlik med spoloma pomemben prvi:

» Matematika ni za dekleta. Matematika je moska domena.

+ Jaz pac nisem sposoben/sposobnana za matematiko, saj so
tudi moji starsi imeli v Soli teZave z matematiko. To je dedno
pogojeno, zato bodo tezave z matematiko imeli tudi moji
otroci.

o V matematiki je lahko uspesnih le nekaj sre¢nih posamezni-
kov. Matematika pac ni za vse.

» Matematika je tezka. Nikoli je ne bom znal/znala, zato nima
smisla, da se trudim.

+ Matematika je zelo tezka in je samo za genije. Toda, ¢e je ne
osvojis, ti bo »trda predla«!

+ Zamoje znanje matematike je odgovoren ucitelj matematike.
Jaz ne razumem matematike, kar pomeni, da on slabo raz-

laga.

Ce starsi in ucitelji podleZejo mitu, da matematika ni za dekleta,
to prepricanje podzavestno privede do razlikovanja v vzgoji de-
klet in fantov. Ze v zgodnjem otro$tvu fantom kupujejo tehni¢ne
igrace, ki zahtevajo prostorsko orientacijo, konstrukcijske ves$¢i-
ne, logi¢no razmisljanje in ustvarjalnost. Pri¢akovanja do deklet
so drugacna, saj menijo, da vsega tega ne rabijo znati. One naj se
igrajo s punckami ter poslusajo ali pa berejo pravljice.

Ker se od deklet ne pri¢akuje isto, so pogosto tiste, ki pri mate-
matiki v $oli nimajo tezav, s strani uciteljev in star$ev oznacene
kot nadarjene. (Wright in Miller, 1981, v Lutovac, 2008).

Povezava matemati¢ne anksioznosti
s splosno inteligenco

Anksioznost kot tudi njene specifi¢ne oblike se pogosto povezu-
jejo s specifiénimi uénimi tezavami. Tako za anksioznost kot za
specifi¢ne u¢ne tezave je znacilno ovirano delovanje metakogni-
cije in delovnega spomina. Zato v primerih, ko se anksioznost
pojavlja pri ucencih z u¢nimi tezavami, ta $e dodatno obremeni
kognitivne procese in tako $e bolj razdiralno vpliva na pridobi-
vanje znanja.

Na drugi strani pa povezanost med u¢nimi dosezki in anksio-
znostjo ne poteka nujno preko kognitivnih sposobnosti. Med
uc¢nimi dosezki in anksioznostjo je negativna povezanost tudi ob
enakih kognitivnih sposobnostih. Zmanjsani u¢ni dosezki lahko
vodijo v ve¢jo anksioznost tudi zaradi visokih pricakovanj star-
$ev. Ve¢ kot polovica slovenskih osmo$olcev poroca o tem, da
imajo starsi do njih previsoka pri¢akovanja, in ve¢ino osmosol-
cev je strah neuspeha v Soli. Pri¢akovanja starev se lahko poja-
vljajo v obliki negativnih misli, ki zasedajo delovni spomin in s
tem ovirajo kognitivni proces. Strah pred neuspehom se pojavlja
tudi pri uspesnih otrocih, ne samo pri neuspesnih. Te je v enaki
meri strah, da ne bodo dobili odli¢ne ocene, kot je uéno manj
uspesne, da ne bodo dobili pozitivne ocene.

Ce povzamemo, raziskave kaZejo, da je mozen vpliv v obeh sme-
reh. Zmanj$ani u¢ni dosezki vodijo v vecjo anksioznost in tudi
ta povecana anksioznost vpliva na zmanj$anje u¢nih dosezkov,
saj anksioznost vpliva na procese misljenja, zaznavanje in ucenje.
(Kozina, 2016).

6

Zmanjsani ucni
dosezki

Ree?

Nekateri menijo, da posamezniki trpijo za matemati¢no anksio-
znostjo, ker so slabi v matematiki. Sara Tepe$ v svojem spletnem
¢lanku piSe, da je ravno obratno: V matematiki so neuspesni, ker
trpijo za matemati¢no anksioznostjo (Tepes, b.d.).

Anksioznost

Zmotno je prepric¢anje, da so matemati¢no anksiozni zgolj manj
uspes$ni ucenci, saj se le-ta pojavlja tudi pri nadarjenih ucencih
(Herbart in Furner, 1997, v Lutovac, 2008). Prizadene jih zaradi
perfekcionizma, visokih pri¢akovanj (sebe in/ali drugih), pred-
vsem pa zaradi asinhronega razvoja, zaradi ¢esar so podvrzeni
stresu. Matemati¢no anksiozni so lahko tudi strokovnjaki, ki se
ukvarjajo z matematiko.

Sonja Lutovec omenja, da so raziskovalci empiri¢no ovrgli po-
vezavo med matematicno anksioznostjo in splo$no inteligenco
(Lutovec, 2008).

Matematic¢na anksioznost in kognitivno
procesiranje

Informacije iz okolja skozi spoznavni sistem (0o¢i, usesa) vstopajo
v zaznavni spomin. Ce smo pozorni nanje, se jih nekaj pretvo-
ri v delovni spomin za nadaljnje procesiranje. A ker ima delovni
spomin omejene zmoznosti, se informacije, shranjene v njem,
izgubijo Ze po nekaj sekundah, ¢e jih ne nadgradimo. Shraniti
jih moramo v dolgorocnem spominu, ki ima skoraj neomejene
zmogljivosti in lahko zadrzi informacije vec dni in celo let. Nove
informacije lahko vstopajo v dolgoro¢ni spomin le skozi delovni
spomin, a zaradi filtra vse ne dosezejo dolgoro¢nega spomina.
Skozi filtre prehajajo le pomembne, dovolj pogoste in smiselne
informacije, zato morajo ucitelji informacije, ki jih prenasajo
ucencem, narediti smiselne, za njih pomembne, privla¢ne in po-
vezane z znanjem, ki ga Ze imajo. (Schneider in Stern, v Dumont,
2013)

Matemati¢na anksioznost vpliva na veliko stvari, ki so zelo po-
membne v procesu ucenja. Tako vpliva na: pozornost, hitrost ob-
delave informacij, na¢rtovanje in odlo¢anje, pa tudi na mentalno
procesiranje med re§evanjem matematicnih nalog, saj matema-
ticna anksioznost ovira delovanje delovnega spomina in tako
tezje dostopamo do tega, kar sicer vemo in znamo.

Vsiljive in destruktivne misli ter skrbi (npr. »Samo 27 minut ¢asa
$e imam. Ne bo mi uspelo resiti naloge. Jaz tega ne zmorem. Saj
sem vedel/vedela, da sem v matematiki slab/slaba.«) zavzamejo
del pozornosti, ki jo posameznik potrebuje za reSevanje matema-
ticne naloge. Tako mora matemati¢no anksiozni posameznik v
istem Casu poleg primarne (matemati¢ne) naloge resiti $e sekun-
darno nalogo, ki jo zahtevajo vsiljive destruktivne misli in skrbi,
saj odvracajo pozornost od resevanja naloge. Te vsiljive misli so
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povezane z lastnim negativnim odnosom do matematike, z niz-
kim samozaupanjem ter z neprestanim preracunavanjem, koliko
¢asa je $e na razpolago v primeru ¢asovne omejitve za re$evanje
naloge.

Ker je delovni spomin preobremenjen s trenutnim strahom, to
iz¢rpava kognitivne vire. Zaradi tega se matemati¢no anksiozni
posameznik mudi z najosnovnej$imi matemati¢nimi ve$¢inami,
ki jih sicer obvlada.

Raziskave so potrdile, da se pri matemati¢no anksioznih posa-
meznikih pojavi izrazit upad kapacitete delovnega spomina pri
nalogah, ki temeljijo na racunanju, medtem ko se ta upad ne po-
javi pri verbalnih nalogah. To pomeni, da je pri njih delovni spo-
min ogroZen le, ko se sprozi matemati¢na anksioznost (Ashcraft
in Kirk 2001, v Tepes, b. d.).

Nej Lesnik omenja ve¢ $tudij raziskovanja povezave med anksi-
oznostjo in delovnim spominom. Studije so pokazale, da anksi-
oznost statisticno pomembno negativno vpliva na vidno-pro-
storsko domeno delovnega spomina, medtem ko na verbalno/
fonolosko domeno vpliva s pol tolik§nim uc¢inkom. To ugotovi-
tev interpretirajo tako, da je fonoloska shramba bolj disociabilna
od izvrsilnih procesov kot vidno-prostorska shramba. Predpo-
stavljajo, da je fonoloski material (¢rke, besede, $tevke) zaradi
vsakodnevne uporabe v komunikaciji veliko bolj usvojen kot
vidno-prostorski material. To pomeni, da zapomnitev prostor-
skega materiala zahteva bolj kontinuirano pozornost oziroma
visji kognitivni energetski vlozek kot zapomnitev enake koli¢ine
fonoloskega materiala.

Rezultati studij, v kateri so ugotavljali odnos med delovnim spo-
minom, matemati¢no anksioznostjo in matemati¢no uc¢inkovi-
tostjo, potrjujejo, da anksioznost oslabi delovanje delovnega spo-
mina, zato posamezniki manj uc¢inkoviti reujejo matemati¢ne
naloge (Les$nik, 2019).

Strokovnjaki ugotavljajo, da ve¢ina u¢encev do srednje $ole nima
pretiranih tezav z matematiko. TezZave se za¢nejo, ko postane ma-
tematika bolj kompleksna, ko se pojavi ve¢ matemati¢nih skle-
pov in ko si je treba zapomniti ve¢ korakov (Pagirsky, 2016, v Te-
pes, b. d.). Razli¢no kompleksne naloge razlicno obremenjujejo
delovni spomin. Uspesnost re§evanja matematicnih nalog je od-
visna od stopnje zahtevane udelezbe delovnega spomina pri re-
$evanju naloge. Rutinske aritmeti¢ne naloge ne zahtevajo veliko
procesiranja delovnega spomina, zato je pri njihovem resevanju
uc¢inek matemati¢ne anksioznosti minimalen. Pri zahtevnejsih
in kompleksnih nalogah, za reSevanje katerih potrebuje posame-
znik velik delez delovnega spomina, pa je u¢inek matematicne
anksioznosti vecji.

Nevroznanostvene raziskave dokazujejo, da so pri ucencih z an-
ksioznostjo pri izvajanju rac¢unskih operacij bolj dejavna tista
podroéja v mozganih, ki so povezana z negativnimi Custvi (npr.
amigdala) in manj aktivna podro¢ja, ki uravnavajo delovanje de-
lovnega spomina. U¢inkovita uporaba delovnega spomina pa je
bistvenega pomena za obdelavo informacij in njihovo shranjeva-
nje v dolgoro¢nem spominu. Studija, v kateri so sodelovali mlaj-
§i odrasli, je pokazala, da lahko s krepitvijo miselnega nadzora
(kognitivne kontrole) zmanj$amo negativna custva (Churches
idr., 2017).

Posledice matemati¢ne anksioznosti

Matemati¢na anksioznost ima za posameznika in za njegovo
uspesnost Stevilne negativne posledice. Te se kazejo na oseb-
nem in tudi na akademskem podroc¢ju, saj matemati¢na anksi-
oznost ovira posameznikove izobrazevalne in karierne odlocitve
(e posebej to velja za dekleta, ki zaradi tega ne izberejo $tudija,
povezanega z matematiko). Mnogi anksiozni posamezniki tudi
zgodaj opustijo $olanje.

Matemati¢na anksioznost povzroca velike stiske pri posamezni-
kih, ki so za ljudi v njihovi okolici pogosto nerazumljive. Mate-
mati¢no anksiozni posamezniki svoje stiske blazijo in skrivajo
tako, da se izogibajo matematiki in matemati¢nim dejavnostim.
Zaradi tega so slabse matemati¢no pismeni, imajo slabse mate-
mati¢ne kompetence in posledi¢no slabse ocene pri matematiki.
Vse to $e povecuje njihovo matemati¢no anksioznost, ki pov-
zro¢a ponovno izogibanje matematiki in tako se zacaran krog

nadaljuje.

Matemati¢na
anksioznost

Izogibanje
matematiki

Slabse
matematicne
kompetence

in dosezki

Verjetno ni treba posebej omenjati, da je tak dolgo ¢asa trajajo¢
zaCaran krog zelo tezko prekiniti.

Povezanost matematic¢ne anksioznosti z
uspesnostjo pri matematiki

Uspesnost pri matematiki je povezana z mnogimi psiholoskimi
znacilnostmi ucenca. Odvisna je od njegovih prepricanj o lastnih
zmoznostih uspesnega ucenja, stali$¢ o uporabnosti in koristno-
sti matematike ter stopnje matemati¢ne anksioznosti.

Po metaanaliti¢ni $tudiji, ki so jo na vzorcu 151 raziskav iz-
vedli leta 1990, so ugotovili, da obstaja povpre¢na korelacija
r = -0,34 med matemati¢no anksioznostjo in uspesnostjo ucen-
cev pri matematiki. Leta 1999 izvedena metaanaliti¢na $tudija,
ki je zajela samo raziskave z vzorci osnovnosolskih in srednje-
$olskih ucencev, ugotavlja, da ima povprec¢ni ucenec iz skupine
z nizko matemati¢no anksioznostjo visji rezultat na matematic-
nem preizkusu znanja kot 71 % ucencev iz skupine z visoko ma-
temati¢no anksioznostjo (Puklek Levpuscek, 2014).

Odnos med matemati¢no anksioznostjo (MA) in uspe$nostjo
(U) pri matematiki pojasnjujeta dva nasprotujoca si teoretska
modela, ki razli¢no pojmujeta matemati¢no anksioznost.
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Interferencni model: matemati¢na anksioznost je motnja v pri-
klicu matemati¢nega znanja in izkusenj. (Winew, 1971, v Puklek
Levpuséek, 2014).

Matemati¢no anksiozni posamezniki se ne morejo popolnoma
posvetiti reSevanju matemati¢ne naloge, saj med re$evanjem
usmerjajo svojo pozornost $e na skrbi, telesne simptome, samo-

kriti¢ne misli.

pozornost

A\

. skrbi, telesni simptomi,
matematic¢na naloga

samokriti¢ne misli

Matemati¢no razmisljanje motijo razli¢ne vsiljive misli in skrbi
(osredotocenost na neuspeh, obremenjenost s ¢asovnimi ome-
jitvami za reSevanje naloge ...), saj zavzemajo del pozornosti,
ki jo posameznik potrebuje za u¢inkovito resevanje naloge. Ker
pozornost ni popolnoma usmerjena v re$evanje matematicne
naloge, to povzrodi slabse dosezke pri matematiki. Torej je mate-
mati¢na anksioznost vzrok za neuspeh pri matematiki. MA > U

Deficitni model: matemati¢na anksioznost je posledica neuspe-
hov v preteklosti.

Neuspeh pri matematiki naj bi bil posledica slabih u¢nih navad
in neuspesnih strategij pri reSevanju preizkusov znanja in ne
matemati¢ne anksioznosti (Tobias, 1985, v Puklek Levpuscek,
2014).

Torej je matemati¢na anksioznost le posledica preteklih neuspe-
hov pri matematiki, vzroki za neuspeh so pa drugje. MA < U

Pri odnosu med matemati¢no anksioznostjo (MA) in uspesno-
stjo (U) ni enosmernega vpliva, ampak sta oba odvisna drug od
drugega.

Torej ne veljale MA — Uali MA « U, temve¢ MA <> U, e zane-
marimo Se nekatere druge dejavnike.

Matematicna
anksioznost

NiZja uspesnost
pri matematiki

Roee?

Nizja uspe$nost pri matematiki namre¢ podkrepi anksiozne ne-
gativne misli in emocialne ter fizioloske reakcije, ki preko simp-
tomov anksioznosti spet vplivajo na dosezke pri naslednjih po-
dobnih situacijah.

Povezava matematic¢ne anksioznosti z
matematicno pismenostjo (v raziskavi PISA)

»Izsledki mednarodnih raziskav nam omogocajo dolgorocen
vpogled v znanja in spretnosti ucencev v raziskavi sodelujo¢ih
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drzav ter zagotavljajo mednarodno primerljive kazalnike.« (Bac-
nik idr., 2017).

V mednarodni raziskavi PISA 2012 je bilo poudarjeno podro¢je
merjenja matemati¢ne pismenosti. Dosezek slovenskih 15-le-
tnikov je bil statisticno pomembno visji od povpreéja dosezkov
OECD. Slovenska dekleta se v povpre¢nem matemati¢nem do-
sezku niso pomembno razlikovala od fantov (Straus idr., 2013).

Toda slovenski 15-letniki so kljub nadpovpre¢nim rezultatom v
matemati¢ni pismenosti v primerjavi z povprec¢jem v OECD tudi
nadpovpre¢no matemati¢no anksiozni.

Po dvournem resevanju nalog so 15-letniki v raziskavi PISA
2012 izpolnjevali $e 30-minutni vprasalnik, ki je med drugimi
meril tudi osebna prepri¢anja na podro¢ju matematike in to o:

o matemati¢ni samoucinkovitosti,

« matemati¢ni samopodobi ter

« matemati¢ni anksioznosti.

Matematicno anksioznost (Indeks zaskrbljenosti glede matemati-
ke) so v raziskavi PISA 2012 ugotavljali s pomo¢jo petih trditev,
ki se nana$ajo na dozivljanje zaskrbljenosti, napetosti in nemo-
¢i pri pouku matematike, v situacijah re$evanja matemati¢nih
problemov in ocenjevanja znanja pri matematiki. Ta indeks za-
skrbljenosti ima povprecje 0 in standardni odklon 1. Pozitivne/
negativne vrednosti indeksa za neko drzavo pomenijo, da njihovi
15-letniki v povprecju dozivljajo visjo/nizZjo anksioznost kot jo v
povpredju dozivljajo ostali 15-letniki iz drzav OECD, vklju¢enih
v raziskavo.

Raziskava PISA 2012 je pokazala, da so bili slovenski 15-letniki
v povprecju nekoliko bolj matemati¢no anksiozni v primerjavi
z vrstniki iz drzav OECD, ki so sodelovale v raziskavi. Vrednost
indeksa matemati¢ne anksioznosti slovenskih 15-letnikov je bila
nadpovpre¢na in je znasala 0,07.

Slovenija OECD
dekleta 0,15 0,14
fantje -0,01 -0,15

Iz zgornje preglednice je razvidno, da dekleta odkrito priznavajo
vedjo matemati¢no anksioznost kot fantje tako v Sloveniji kot v
povprecju OECD, ter da so slovenski fantje in dekleta bolj mate-
mati¢no anksiozni kot njihovi sovrstniki iz OECD.

V raziskavi je 61 % slovenskih 15-letnikov porocalo o pogosti
zaskrbljenosti glede tega, da bo pouk matematike zanje prete-
zak; 33 % jih je porocalo o napetosti, ki jim jo povzroca delanje
domacih nalog iz matematike; 38 % jih je priznalo, da postanejo
Ziveni pri re$evanju matemati¢nih problemov; 30 % pa, da se po-
¢utijo nemoc¢ne ob re§evanju matemati¢nih problemov.

Slovenija je bila v poro¢ilu poleg Liechtensteina, Nemcije, Av-
strije, Ceske, Japonske, Kanade, Nizozemske in Francije izposta-
vljena kot drzava, v kateri se je povezanost med matematicno
anksioznostjo in dosezkom na preverjanju znanja iz matematike
pokazala kot najmocnejsa (OECD, 2013a, v Kozina 2016).
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Raziskava PISA 2012 je potrdila, da sta matemati¢na anksioznost
(MA) in matemati¢na pismenost (MP) pomembno povezani v
negativni smeri.

Matemati¢na anksioznost (nelagodje, zaskrbljenost pri resevanju
matemati¢nih nalog) lahko vpliva na raven matemati¢nih dosez-
kov, izrazenih v matemati¢ni pismenosti. MA - MP

Velja pa tudi obratno — posamezniki, ki so slabse matemati¢no

Po izsledkih raziskave PISA 2012 se vi$ja matemati¢na anksio-
znost povezuje z nizjo bralno, matemati¢no in naravoslovno pi-
smenostjo.

Mednarodna raziskava PISA 2015, ki je bila v celoti izvedena
na rac¢unalniku, je imela poudarek na merjenju naravoslovne
pismenosti. Merila je tudi testno anksioznost, pri kateri se je
Slovenija uvrstila nad povpreéje drzav OECD. Vrednost indeksa

. L P S o testne anksioznosti je bila nadpovprecna in je znasala 0,06.
pismeni, imajo ve¢ izkuSenj z negativnimi povratnimi informa-

cijami o svoji uspe$nosti, pa tudi naloge, ki jih resujejo, so zanje
prezahtevne, zato se pri njih krepi matemati¢na anksioznost.
MA <~ MP

Slovenski 15-letniki so v letu 2015 v povprecju ve¢inoma poro-
¢ali o vi$jih ravneh testne anksioznosti kot njihovi sovrstniki iz
drzav OECD. V raziskavi je 60 % slovenskih 15-letnikov poro-
¢alo o pogostih skrbeh, da bo test za njih pretezek; 70 % jih je
porocalo o skrbeh, da bodo v $oli dobili slabe ocene; 60 % jih je
porocalo, da jih skrbi tudi, ko so za test dobro pripravljeni; 35 %
jih poroca, da so napeti tudi, ko se ucijo za test; ter 50 % jih po-
roca o zivénosti, ko v Soli ne znajo resiti dolocene naloge (OECD,

Torej velja: MA <> MP.

Matemati¢na tN'ZJi, ) 2016, v Kozina 2016).
anksioznost ma- ematicna
pismenost Po raziskavi PISA 2015 se vi§ja testna anksioznost povezuje z

nizjo matemati¢no in naravoslovno pismenostjo, pri bralni pi-
smenosti pa ni statisticno pomembnih razlik (Kozina, 2016).

Roe?

Zakljucek

Ugotavljamo, da je matemati¢na anksioznost v Sloveniji $e premalo poznana in raziskana. Smiselno bi bilo
raziskati, koliko ucencev, studentov in uciteljev se pri nas sooca z anksioznimi motnjami ter zasnovati progra-
me za preventivne in interventne aktivnosti.

Pomembno je, da u¢itelji matematike uzavestimo, da je matemati¢na anksioznost prisotna med nasimi u¢enci,
da jo znamo prepoznati in pomagati matemati¢no anksioznim uc¢encem.
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Algoritmicno misljenje pri zaporedjih
v vsakdanjem zivljenju

Dr. Andreja Drobnic Vidic
Univerza v Ljubljani, Fakulteta za matematiko in fiziko

lzvleCek

V prispevku predstavimo algoritmi¢no misljenje, ki je pogosto pri pouku matematike, Cetudi se vselej
tega ne zavedamo. Izpostavimo ga pri treh uporabnih primerih iz vsebin o zaporedjih, ki si sledijo po
tezavnosti in vpetosti v okolje. Omenimo prednostiin slabosti izpostavljanja algoritmi¢nega misljenja pri
pouku matematike z uporabo digitalnih tehnologij pri reSevanju uporabnih primerov.

Klju¢ne besede: algoritmi¢no misljenje, algoritem, zaporedja

Algorithmic Thinking for Sequences in Everyday Life

Abstract

The paper introduces algorithmic thinking, a concept frequently present in mathematics lessons, although not
always apparent. Three pertinent examples from the content on sequences are used to bring attention to it, and
they follow each other in terms of difficulty and real-world relevance. We discuss the benefits and drawbacks
of introducing algorithmic thinking in mathematics lessons employing digital technologies to solve practical

problems.

Keywords: algorithmic thinking, algorithm, sequences.

1 Uvod

Na splosno je algoritem konc¢no zaporedje ukazov, s katerimi,
¢e jim sledimo v dolo¢enem vrstnem redu, opravimo nalogo
(Fajfar, 2020). Algoritmi¢no razmisljanje ali sposobnost defini-
ranja jasnih korakov pri resevanju problema je klju¢no pri pred-
metih, kot so matematika in naravoslovje. »Algoritme pogosto
uporabljamo, ne da bi se tega zavedali, zlasti v matematiki. Pri
deljenju z ve¢mestnimi $tevili uporabljamo algoritem, pri kate-
rem iteriramo skozi Stevilke deljenega Stevila. Za vsako $tevilko
deljenega $tevila moramo deliti, mnoziti in odstevati. Algorit-
micno razmisljanje omogoca, da razclenimo probleme in kon-
ceptualiziramo resitve v smislu diskretnih korakov v postopku«
(Evropski socialni sklad: E-gradiva za predmet Informatika). Pri
matematiki je algoritmi¢no misljenje prisotno, a pogosto neza-
vedno in zato je dobrodoslo, da ucitelj algoritmi¢no razmislja-
nje pri pouku tudi izpostavi. Mladi se tako seznanijo, kdaj lahko
uporabimo digitalno tehnologijo, ki olajsa izvajanje zamudnega
algoritmi¢nega postopka, in spoznajo, kako lastno misljenje lah-
ko nadomesti tako zamudno delo.

2 Algoritmicno misljenje pri zaporedjih

Pri obravnavi zaporedij pogosto za¢nemo s konkretnim zapo-
redjem npr. 2, 6, 10, 14 ... in povemo, da je zaporedje natanko do-
lo¢eno s splosnim ¢lenom ali z rekurzivno formulo, kjer podamo

tudi prvi ¢len. Rekurzivna formula oziroma splosni ¢len natanko
dolocata neko zaporedje in nam omogocata izracun nadaljnjih
¢lenov zaporedja.

Za dolocitev rekurzivne formule podanega konkretnega zapo-
redja moramo najti pravilo, kako iz predhodnega ¢lena dobiti
naslednji ¢len. Prehod iz 2 v 6: 2 — 6 je mozno dobiti vsaj na dva
nacina: 2 + 4 =6ali 2 - 3 = 6 (morda $e kako drugace). Opazimo,
da je prva operacija ustrezna tudi za pridobitev nadaljnjih po-
danih ¢lenov zaporedja: 6 + 4 = 10, 10 + 4 = 14, zato postavimo
rekurzivno formulo:

nelN

Rekurzivna formula je algoritem, ponavljajo¢i se korak, ki omo-
goca iz danega ¢lena zaporedja a, dolociti naslednji clen a, .
Tako iz zacetnih $tirih ¢lenov 2, 6, 10, 14 z njo dolo¢imo peti
Clen: a, = a, + 4 =18 in nadaljujemo, Ce Zelimo dobiti nove clene
zaporedja. Ponavljajoci se algoritem za rac¢unanje ¢lenov zapo-
redja bi lahko predstavili takole:

an+1=an+4, a1:2,

ZACETEK: Zaéetni ¢len je a,=2,kjern=1,n N, imenujemo
indeks ¢lena.

PONAVLJAJOCA SE FAZA: Zeli3 naslednji ¢len zaporedja?

DA — Pri danem indeksu ndoloci a, ,,=a + 4 inindeks po-
vecajza 1.

NE — Zakljuci z algoritmom (izpisi zadnji dobljeni ¢len) -
KONEC.

n
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Algoritem lahko predstavimo z diagramom na sliki 1, ki je gra-
fi¢ni nacin zapisovanja algoritmov, v katerem preprosto sledimo
pus¢icam in izvajamo ukaze, ki so zapisani v grafi¢nih blokih
(Fajfar, 2020, str. 9).

-

Zeli§ naslednji ¢len?

Izpisi a.

Slika 1: Algoritem predstavljen z diagramom.

Ce iz rekurzivne formule uspemo doloiti splogni ¢len, to omo-
goca dolocanje poljubnega ¢lena zaporedja, ne da bi pred tem
poznali predhodne ¢lene. Ce Zelimo dolo¢iti na primer 100. ¢len
zaporedja, moramo z rekurzivno formulo po danem algoritmu
izracunati vse ¢lene do 100, kar je zamudno. Uporabimo rekur-
zivno formulo in povezemo enakosti: a, = a, + 4, a,=a,+4,
a,=a, + 4. Tako izpeljemo: a, =a,+4=(a, +4) +4=a,+2 -4
a,=a,+4=(a +2-4)+4=a +3-4iniz ponavljajocega vzorca

al:a1+0~4, aZ:a1+l~4, a3:a1+2-4, a4:a1+3'4

pridemo do predpisa za splosni ¢len (ki ga lahko potrdimo s po-
polno matemati¢no indukcijo):

a=a+(n-1)-4, oziroma a =2+(n-1)-4, neN

Splo$ni ¢len nam omogoca, da neposredno izra¢unamo npr. 100.
¢len danega zaporedja: @, =2 + 99 - 4 = 398.

V treh predstavljenih primerih se zrcalijo in nadgrajujejo osnov-
ne faze najpreprostejega iterativnega algoritma: ZACETEK
- PONAVLJAJOCA SE FAZA - KONEC. Ceprav smo z algo-
ritmom zapisali uporabo rekurzivne formule, nismo zasnovali
tipi¢nega rekurzivnega algoritma, ki je krajsi in bolj eleganten, a
¢asovno in razumsko zahtevnejsi (Strukelj, 2014; Demsar, 2016).
Poglejmo si tri avtenticne uporabne primere iterativnega algo-
ritma.

Primer 1: VRTINA.

V podjetju vrtajo vrtino. Prvi meter stane 5 evrov, vsak
naslednji globinski meter vrtine pa je za Cetrtino drazji
od predhodnega. Naj bo cena posameznega metra
vrtine ¢len zaporedja. Dolodi splosni ¢len. Izracunaj,
kolikSna je cena 50-metrske vrtine. Kaj pa, ¢e bi vrtali v
»neskoncnost« (Drobni¢ Vidic, v pripravi)?

12

Reditev: Prvi meter stane a, = 5 evrov, drugi meter sta-
ne ap; =5+ i -5=5- % eurov, tretji meter ima ceno
a3 =az+ a2 =5-5+1-5.2=5-(3)? evrov in tako dalje. Do-
bimo rekurzivno formulo:

n4l = 3 0n, 01 = 5 mneN
in izpeljemo splosni ¢len iz zapisa
0 1 2
GIZS(%) 7a2:5'(%) ,(13—5'(%):
5
an:5~(1)”71, n €N

Toliko eurov stane n-ti globinski meter vrtine. Splosni ¢len nam
pove, da je zaporedje geometrijsko z zaCetnim ¢lenom a =5 in
koli¢nikom ¢ = 2. Algoritem za 50. ¢len bi znali zapisati:

ZACETEK: Zacetni ¢len je a, = 5, kjer n= 1 imenujemo indeks
¢lena.

PONAVLJAJOCA SE FAZA: Je n < 50? (Zeli$ nasledniji ¢len?)

DA — Pri danem indeksu n dolo€i a,, 1 = a,, - 2 in indeks po-
vecajzal.

NE — Zakljuci z algoritmom in izpisi a, - KONEC.

Vsoto prvih 50 globinskih metrov izra¢unamo z uporabo formu-
le za kon¢no vsoto geometrijskega zaporedja, ki zopet nadome-
$¢a algoritem za postopno sestevanje ¢lenov. Postopoma sesteva-
mo ¢lene z rekurzivno formulo:

$1=a1, S2=3S1+az, S3=s2+as, ySn4+1 = Sn + Ap1.

Za ta algoritem bi zapisali:

ZACETEK: Zacetni ¢len je s, = a, = 5, n =1 in zaporedje {a }
je znano.

PONAVLJAJOCA SE FAZA: Je n< 50?7

DA — Pri danem indeksu ndolo€i s,
povecajza 1.

=s +a __inindeks
1 n n+1

NE — Zakljuci z algoritmom in izpisi s, - KONEC.

Za izvedbo tega algoritma bi morali imeti shranjene vse ¢lene
zaporedja do 50, kar zavzame veliko pomnilniskega prostora
pri uporabi digitalne tehnologije, zato oba algoritma izvedemo
hkrati, diagram zanj pa je na sliki 2.

ZACETEK: Zacetni ¢len je a =5sprvovsotos =a =5pri
indeksu n=1.

PONAVLJAJOCA SE FAZA: Je n< 50?7

DA — Dolodi a,, 1 = 3a, in s,1 = an+1 + s, indeks n povecaj
zal.

NE — Zakljucimo algoritem ter izpiSemo s, - KONEC.

Za manj rutinskega dela izpeljemo formulo za vsoto ¢lenov
geometrijskega zaporedja s, = a, + a, + ... + a_ s koli¢nikom g.
Enakost

n-1

2
s,=a,ta -q+a -q+..+a -q
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zacetek

Je n<50?

Izpisi s,
ki je cena vrtine.

Slika 2: Algoritem predstavljen z diagramom.

odstejemo od enakosti, ki ima vse zgoraj zapisane ¢lene pomno-

zene s faktorjem ¢:

2 3 n
5n.q:a1-q+al-q +al~q +...+a1-q.

Dobimo

n

50475, =49 —ap
saj se ostali ¢leni na desni odstejejo. Vsota n ¢lenov geometrij-
skega zaporedja se glasi

q" =1
g—1"

Sn = a1

Cena 50 globinskih metrov vrtine s ceno zacetnega metra 5 evrov
in s koli¢nikom rasti ¢ = § znaga:
5150
S50 = al%
51

Opazimo, da cena vsakega nadaljnjega metra hitro raste in toliko
bolj vsota, saj znasa za 50 metrov Ze preko milijon evrov. V tem
primeru za koli¢nik v splognem ¢lenu velja ¢ = 2 > 1, zato limita
n-te delne vsote ni koncno realno Stevilo. Vrednost vsote gre v
neskon¢nost. Nara$¢ajoce vrednosti lahko predstavimo z izvaja-
njem algoritma v programu Microsoft Excel, ki je sicer robusten

program, a vsakemu ucencu dosegljiv in poznan (Slika 3).

~ 1401278, 46 evrov.

Primer 2: ANTIBIOTIK

Antibiotik razpada v ¢loveskem telesu z razpolovnim
¢asom 2,5 ure. Doloci splosni ¢len a_ zaporedja, ki
predstavlja maso antibiotika v telesu po zauzitju
250-miligramske tablete antibiotika. Ob predpostavki,
da pacient vzame eno 250 miligramsko tableto
antibiotika vsakih 6 ur, izracunaj priblizno vrednost
antibiotika v telesu takoj po koncani terapiji, ki znasa
28 tablet (teden dni) (Drobnic Vidic, v pripravi).

Globinski meter: | Cena globinskega metra (v eur): Cena vrtine:
n a_{nll=a n+1/4*a n=5/M4%an s_{n+ll=s_nda_n
1 5 5
2 6,25 11,25
3 7.8125 19,0625
4 9,765625 28,828125
5 11:20?03125 -l-l.,_.l]!ﬁ 15625

47 143492,963 T17444,81
48 179366,203 896811,02
49 224207,754 1121018,77
50 280259.693 140127846

Slika 3: Narascajoce vrednosti v programu Microsoft Excel.

Resitev
Razpad 250 myg tablete antibiotika poteka tako:
Po Casu t, = 2,5 ure imamo v telesu a, = 0,5 - 250 mg antibiotika.

Po Casut, =5 urje vtelesule $e a, = 0,5 - 0,5 - 250 mg antibiotika
itd. Po ¢asu t = n - 2,5 ur imamo v telesu maso antibiotika

Masa antibiotika oblikuje ¢lene geometrijskega zaporedja s ko-
li¢nikom ¢q = 0,5.

V terapiji jemljemo na 6 ur nove tablete antibiotika, ki imajo
enak nadin razpadanja v telesu. Cas, po katerem Zelimo dolo¢iti
maso antibiotika v telesu, je (28 — 1) - 6 ur, saj prvo tableto vza-
memo v ¢asu t = 0, drugo v ¢asu t = 6, tretjo v ¢asu t =2 - 6 ur, ...,
osemindvajseto v ¢asu t = 27 - 6 ur.

Prva tableta ima po tem Casu skupno 278 razpolovitev, zato od

prve tablete na koncu ostane masa Q; = 250 - (0,5)*" 25 my.
Druge tablete imajo zaporedoma manj razpolovitev. ZapiSemo
po vrsti.

250-(0 5)2725, Qg = 250-(0,5)%25, Q3 = 250-(0,5)7 %5, ...,

Qa3 = 250-(0,5)°

Zadnjo tableto vzamemo pri koncu terapije in ta tisti trenutek
ucinkuje v telesu v celoti, zato maso te lahl%o postavimo za 1.
¢len zaporedja {Q'y} s koli¢nikom ¢' = (0,5)25. Sestejemo kon¢-
no ¢lenov (N = 28) tega geometrijskega zaporedja.

Q)+ Qb+ ... + Qhy = 250 + 250¢' + 250¢"% + ... + 25047 =

N\28 1
= 250(‘]),71 ~ 308,438
q
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Masa antibiotika v telesu takoj po konc¢ani tedenski terapiji znasa
priblizno 308 mg.! Z daljSanjem terapije se masa antibiotika v
telesu bistveno ne spremeni:

V tem uporabnem primeru imamo kar nekaj algoritmov za ra-
¢unanje razli¢nih zaporedij, ki jih bomo zapisali z rekurzivnimi
formulami:

o t

n

.=t +2,5t =2,5(Casovni intervali);

a =a 0,5 a =125 (spreminjanje mase ene tablete anti-
biotika);

o Qi1 =Qd. Q=250 (mase posameznih tablet antibioti-
ka);

o snt41=sy+Qy,q. s1=250 (vsote mas posameznih tablet
antibiotika).

V primeru so skrita 4 razli¢na zaporedja: dve aritmeti¢ni in dve
geometrijski. Vendar pa indeksi ¢lenov za vse formule niso ena-
ki: indeks v prvih dveh formulah $teje koli¢ino razpolovitev (v
obdobju 27 - 6 ur), medtem ko indeks v drugih dveh formulah
$teje kolicino tablet, vzetih v tem ¢asu. Naloga je toliko bolj kom-
pleksna, ker ne zaklju¢imo ra¢unanja neposredno po razpadu
posamezne tablete, kar lahko vidimo na sliki 4 pri ra¢unanju
posameznih rekurzivnih formul s programom Microsoft Excel.
Navpicno so indeksi #, ki $tejejo razpolovitve in se ne koncajo

natan¢no pri ¢asu 27 - 6 = 162 ur ob kon-

St.razpolovitev: |l'.- [Masavibl  [Masawebl |Masa v ebl Massvibl [Masawtbl [Masavibl | Masa bl cu telﬁplje’ V(v)do.ravno pa Stevilo tablet v
n tn |1 an 2:an EE 25: an |26 anm |27 an |28 an terapiji, oznacenih z N.
of o 250 250 250 250 250 250 250
25 125 125 125 125 125 125 1251 Kaj se dogaja z maso antibiotika v vme-
3| s 61,5 625 615 615 62.5 615 625 : AR
3| 75|  auas| 3| mas a12s|  atas|  sias|  awgs) Snih dobah? Biolodka razpolovna doba
al 10 15,625 15625 15,625 15625  1se2s|  1sgas|  1se2s|  alirazpolovni CasizloCanja je namrec Cas,
5| 125]  7s1s|  7mis|  7mus rewas|  7s1s| 7815 28150 potreben za snovi (zdravila, droge, radio-
6| 15| 3g0e2s| 3s06as|  3s0625 390625| 390625| 390625 390625 Kt i ali druge), da izgubij
7| 17.5| p9sa1es| 1ss3125| 1952125 1953125| 1953125 1953125| 1gsanps|  AKUVIE SNOVI ali druge), da 1zgubyo po-
£E: 3 i lovico svoje farmakoloske, fizioloske ali
sal 1a5] se7ae18| ms7eEas| seTaE-16 86746-15| se7a16| ssmacas| serees| radioloske aktivnosti (Razpolovna doba,
59| 1475 4337E-16| 4.337E-16) 4.337E-16 4337E-16| 4.337E-16| 433ITE-16| 4.33TE-16 Wikipedija). Masa snovi torej ni diskre-
go| 150| 2.16se-16| 2168818 2.188E15 2,1686-16| 2,0686-16| 2,16BE-16| 2,168E-16 . : I
61| 1525| 108ae16| L08ee1s| 108ee16 108416 10846-16| 1084e16| 1o0sae1s| (D2 spremenljivka, kar bi zlahvka pripisali
62| 1s5| s421617| san1E7| sae21E97 5.4216-17| 5421617 542617 sanew|  Stevilu razpadlih jeder dolocenega ato-
63| 157.5] 2711647| 2711647 2711847 2711647 2711647 271607 2711647 g Ker ti razpadejo na dva dela ali pa ne.
64| 160| 1355E17| 1355617| 1385E47 138SE17| 13SSEA7| 138S617| 13ssewr| . inia tako. Kot Ka
65] 1625] 6776c18) 6776E18| 6776618 6,776E-18| 6776618 6,776E-18) 6.776E-18 asa snovi se spreminja tako, kot kaze
51, thi v teraiji: |N 1 2 [ 25 26 7 28 graf eksponentne funkcije. Zato tudi ne
Masa smemo odkimavati ob branju prej zapisa-
e nega stavka: »Prva tableta ima v tem ¢
po terapjiz oM | 7784e-18|  a208e-17]  2.168E-18 1,700 8974 47,366 250 €ga stavka: »rrva tableta 1ma v tem casu
Masa skupno 28 razpoloviteve, ¢eprav $tevilo
N 1Y [ — - o . razpolovitev v stavku sploh ni naravno
: * S a5, 228 tevilo. Med enim in drugim razpolov-
Slika 4 nim ¢asom masa razpada, zato rezultat,

zacetek

Q' < 250, s < 250
N1

Q' < (05> Q'

Je N<28?

1zpisi s, ki je masa antibiotika
v telesu po koncani terapiji.

Slika 5

ki smo ga dobili z izpeljanimi formulami, dobro opise vrednost
antibiotika po koncani terapiji. Algoritem za en indeks bi lahko
predstavili s sliko 5.

Primer 3: GASILNA OPREMA OBJEKTOV PO SLOVENLUI

Na podlagi Pravilnika o izbiri in namestitvi gasilnih
aparatov (2005) zelimo ugotoviti, katere podatke
potrebujemo za dolocanje teoreticnega minimalnega
potrebnega skupnega stevila enot gasila (teoreticni EG)
za posamezen objekt in kako avtomati¢no izracunati
teoreti¢ni EG s pomocjo tabele v pravilniku. Enota gasila
je sposobnost medija v gasilnim aparatu, da pogasi
ogenj. Na podlagi teoreti¢nega EG doloci postopek,
kako primerjati konkretno gasilno opremljenost
objektov v Sloveniji (dejanski EG) s teoreti¢nim EG iz
pravilnika (Drobnic¢ Vidic, 2016a).

1 Ce bi si razpolovno dobo izbrali sami, na primer 2 uri, bi Ze takoj dobili precej bolj enostaven izra¢un za vsoto mase antibiotika v telesu po terapiji 28 tablet:
Q+Q,+ .+ Qy =250((0,5)7 2 + (0,5)* % + ... + (0,5)") = 250((0,125)” + (0,125)* + ... + 1) = 285,714
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Resitev

V tej kompleksni nalogi morajo mladi povezati znanje naravo-
slovja (fizike in kemije), tehnologije, inZenirstva in matematike
(STEM). Za pridobivanje in obdelavo podatkov o posameznih
konkretnih objektih je potrebno: znanje inZenirstva za branje
standardov o opremljenosti in poZarni nevarnosti objektov ter za
pridobivanje podatkov o dejanski gasilni opremljenosti objektov
po Sloveniji; znanje kemije in fizike za preoblikovanje dobljenih
podatkov pri dolo¢anju teoreti¢nega EG (ta je odvisen od dnev-
ne dejavnosti, ki se odvija v objektu in od velikosti objekta) in pri
doloc¢anju dejanskega EG v objektu (ta je odvisen od kemijskih
in fizikalnih lastnosti medija v gasilnikih in v drugi gasilni opre-
mi, kot so npr. hidranti); znanje matematike za urejanje, obdela-
vo podatkov ter za dolocanje formul za teoreti¢ni EG na podlagi
standardov ter znanje tehnologije za algoritmi¢no preverjanje,
ali opremljenost objektov zado$ca predpisanim standardom. Na
koncu je potrebno znanje statistike za ugotavljanje povezano-
sti teoreticnega in dejanskega EG ter interpretacijo rezultatov.
Racunalniska avtomatizacija je potrebna zaradi velike koli¢ine
objektov, ki jih je treba analizirati (v izvedenem primeru je bilo
v vzorcu 208 objektov (Drobni¢ Vidic, 2016b)). V prispevku se
bomo osredoto¢ili na reSevanje matemati¢nega dela problema,
kjer bomo pripravili vse potrebno za delo z digitalno tehnologijo.

Preglednica 1, ki je prepisana iz Pravilnika o izbiri in namestitvi
gasilnih aparatov (2005) v prilogi 2, kaze, da je izracun teoretic-
nega EG odvisen od pozarne varnosti objekta, ki se dolo¢i na
podlagi dejavnosti, s katero se v objektu ukvarjajo, ter fizikalnih
lastnosti objekta, kot je na primer povr$ina objekta. Na podlagi
preglednice 1 izpeljemo formule za izratun teoreti¢nega EG za
posamezno vrsto objekta. (Dolocenim vrstam objektov, kot so
nekatere javne ustanove, se teoreti¢ni EG ne doloca po pregled-
nici 1, ampak enostavneje po ¢lenih 6-10 v pravilniku.)

Preglednica 1: Dolocanje teoreti¢nega EG objektov je odvisno od njiho-
ve pozarne varnosti? in povrsine.

nevar::si: T(:‘N) oz Majhna | Srednja | Velika
ogrozenost (M (2) (3)
Objekt do povrsine | (vm?) Enot gasila (EG)
50 6 12 18
100 9 18 27
200 12 24 36
300 15 30 45
400 18 36 54
500 21 42 63
600 24 48 72
700 27 54 81
800 30 60 90
900 33 66 929
1000 36 72 108
Vsakih nadaljnjih 250 +6 +12 +18

Iz preglednice 1 v pravilniku razberemo, da imamo objekte z
majhno, srednjo in veliko pozarno nevarnostjo (PN), ki zahteva
razli¢ne izra¢une vrednosti teoretiénega EG. Prav takg se druga-
ce obravnava)o objekti razli¢nih 2povrsm X: do 100 m", med 100
in 1000 m’" in ob]ektl nad 1000 m". Objektom med 100 in 1000 m
se po stoticah povecuje $tevilo teoreti¢nega EG v aritmeti¢nem
zaporedju (preglednica 1):
o pri objektih z majhno pozarno ogrozenostjo z oznako PN = 1
imamo zaporedje z rekurzivno formuloa =a +3,a =9,
o pri objektih s srednjo pozarno ogrozenostjo z oznako PN =2
imamo zaporedje z rekurzivno formulo b, =b +6,b, =18,
o pri objektih z veliko pozarno ogrozenostjo z oznako PN = 3
imamo zaporedje z rekurzivno formuloc  ,=c +9,c =27za
mejne vrednosti teoreticnega EG.

+1

Za manjge in vecje objekte sledijo aritmeti¢na zaporedja z dru-
gimi aditivnimi konstantami in zacetnimi ¢leni. Skupna formula
za me)ne vrednosti teoreticnega EG (mejni teoEG) za objekte s
povrsino med 100 in 1000 m’ iz preglednice 1, ki nadomesca vse
tri prej zapisane rekurzivne formule za objekte z razli¢nimi vrsta-
mi poZarne nevarnosti, se glasi:

mejni teoEG, = PN -9,
mejni teoEG = mejni teoEG + PN - 3.

+1
Splo$ni ¢len bi se glasil:
mejni teoEG, = PN - (9 + 3(n - 1)).

Ce bi zeleli ratunanje potrebnega teoreti¢nega EG avtomatizirati
za podatke o objektih po Sloveniji s pozarno ogrozenostjo PN in
s povrsino X, ki jih dobimo na terenu, potrebujemo postopek,
kako dolo¢iti vse potrebno za izracun.

Najprej si zastavimo vprasanje, kolik$na je poZarna ogroZenost
PN objekta.

Ce je majhna, pisemo PN = 1, &e je srednja, velja PN = 2, pri ve-
liki pa je PN = 3. Nato sledi vprasanje: KolikSen je teoreticni EG
pri objektu s povrsino X vm * (in poZarno nevarnostjo PN)?

Pri X € (0,100) uporabi formulo:
teoEG(X) = PN - (6 + 3 - Zaokrozi(X/100)).
Pri X € [100,1000) uporabi formulo:
teoEG(X) = PN - (9 + 3 - Celi del(X/100)).
Pri X € [1000,0) uporabi:
teoEG(X) = PN - (42 + 6 - Celi del((X — 1000)/250).

Seveda bi formule lahko zapisali tudi kako drugace, saj je poda-
nih le nekaj zaCetnih ¢lenov zaporedja. Predlagane formule so
primerne za avtomatizacijo z ra¢unalni$kim programom Micro-
soft Excel, kjer lahko uporabimo funkcijo zaokrozevanja in is-
kanja celega dela realnega Stevila. Postopek bi lahko zapisali z
vprasanji pri DA, NE odgovorih takole (logi¢na vrata):

Zacetek: Aliimamo objekt z majhno poZarno ogrozenostjo?
DA — Zapisi PN=1

NE — Je objekt s srednjo poZarno ogrozenostjo?

« DA — Zapisi PN=2.

« NE — Zapisi PN=3.

2 Pozarna varnost se dolo¢i na podlagi ve¢ dejavnikov, od tega, kako je stavba zgrajena do tega, kaj v stavbi pocnejo in s katerimi materiali imajo opravka. Ce za stavbo pozarna ogro-

zenost ni vnaprej dolocena, jo morajo ucenci dolociti sami.
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zacetek

Objekt z majhno, srednjo ali veliko PN
in povrsino X.

Je PN majhna?

Je X<100? EG « (3R0und (L) + 6) PN

100.

Je X< 1000? EG e (3Rdown (%) + 9) PN

X—1000

EG « (6Rdown( ™

)+ 42) PN

Izpisi EG (teoreticni)

Podobna logi¢na vrata sledijo nato za objekte razli¢nih povrsin
X, kot je predstavljeno na sliki 6. Izra¢uni za obe vrsti logi¢nih
vrat so zapisani s programom Microsoft Excel z vgnezdenimi IF
stavki na sliki 7.

Logi¢na vrata so potrebna tudi za preverjanje, ali teoreti¢ni EG
ustreza dejanskemu EG ali ne. Glede na to, da se nekaterim po-
sebnim objektom teoreticni EG ne doloca po tabeli 1, ampak
drugace (po ¢lenih 6-10 v pravilniku), bi bilo za celotno obrav-
navo, ki je predstavljena v Drobni¢ Vidic (2016a), treba preveriti
naslednje faze, predstavljene na sliki 8.

3 Prednosti in slabosti vkljucevanja
algoritmi¢nega razmisljanja v pouk matematike

Ob navedenih zgledih algoritmi¢nega misljenja se pogosto pora-
jajo vprasanja, ali je dana aktivnost matemati¢no ali algoritmi¢no
misljenje. Natan¢ne lo¢nice po mojem mnenju ni moc¢ potegniti,
saj imata pojma, ¢e ju ponazorimo z mnozico aktivnosti, nepra-
zen presek. Iskanje ponavljajo¢ega se koraka pri pridobivanju
¢lenov zaporedja in oblikovanje rekurzivne formule zanj lahko
pristevamo tako med algoritmi¢no kot matemati¢no misljenje.
Vendar iskanje lo¢nice ni namen tega prispevka. Cilj je izposta-
viti algoritmi¢no misljenje (ki je hkrati lahko tudi matemati¢no
misljenje) pri pouku matematike.

Kadar ob dolo¢eni matemati¢ni vsebini izpostavimo algoritmic-
no misljenje, omogo¢imo mladim, da matemati¢ne vsebine takoj
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povezejo z informatiko in tehnologijo. Algoritmicno misljenje,
ki je izpostavljeno ob vsebini o zaporedjih, omogoci dolocanje
pomembnih korakov (algoritmov), kot je doloc¢anje rekurzivne
formule za avtomati¢no pridobivanje ¢lenov zaporedja. Hkrati se
ob vsebini o zaporedjih izpostavi pomen matemati¢nega mislje-
nja, na primer pri dolo¢anju predpisa za splo$ni ¢len iz rekurziv-
ne formule, ki nam olaj$a zamudno delo postopnega doloc¢anja
¢lenov in omogoca takoj$nji izra¢un poljubnega ¢lena zaporedja.

V primeru VRTINA nam algoritmi¢no misljenje pomaga dolo-
¢iti rekurzivno formulo za postopni izradun cene posameznega
globinskega metra vrtine, prav tako pa nam algoritmi oziroma
ponavljajoci se koraki pomagajo dolo¢iti predpis za splosni ¢len
cene metra vrtine kot tudi za izpeljavo formule za vsoto ¢lenov
geometrijskega zaporedja. Seveda je za izpeljavo teh formul po-
trebno matemati¢no misljenje (povezovanje elementov v celoto
oziroma sinteza).

Algoritmi¢no misljenje mladim pomaga pri urejanju korakov
in postopkov pri reSevanju problema, saj z analizo in delitvijo
naloge na manj$e dele (kot je algoritmi¢ni postopek Zacetek -
Ponavljajoca se faza — Konec) lazje resijo kompleksno nalogo.
(Mimogrede je analiticno razmisljanje in delitev problema na
manjse dele tudi aktivnost matemati¢nega misljenja.) V primeru
ANTIBIOTIK za¢nemo s ¢asovno delitvijo, nato razpolavljanjem
ene tablete antibiotika, kasneje z razpolavljanjem ve¢ tablet an-
tibiotika in nato pridobivanjem njihove vsote ...). Ravno primer
ANTIBIOTIK kaze, kako pomembno je matemati¢no misljenje,
saj je treba izpeljati formule za izra¢un posameznih mas tablet in
pravilno dolo¢iti konec algoritma.

Algoritmi¢no misljenje je nujno potrebno, ¢e Zelimo avtomati-
zirati nek postopek. Avtomatizacija je nujna pri velikem Stevilu
podatkov, cetudi z bistrim umom izpeljemo mnoge matema-
ticne formule za neposredno racunanje. V primeru GASILNA
OPREMA OBJEKTOV PO SLOVENIJI avtomatiziramo doloca-
nje dejanskega EG s teoreticnim EG, kar je potrebno za analizo
velikega Stevila objektov po Sloveniji. Matematicno misljenje
uporabimo za dolocanje formule za izraun dejanskega EG na
podlagi povr§ine in pozarne nevarnosti objekta, algoritmi¢no
misljenje pa uporabimo za umestitev logi¢nih vrat, ki omogo-
¢ajo avtomatiziran postopek dolocanja dejanskega EG pri veliki
koli¢ini podatkov.

Prav tako se algoritmi¢no misljenje v tem primeru zrcali v vr-
stnem redu postopkov in operacij, ki jih je treba izvesti, da lahko
pravilno primerjamo dejansko opremljenost objektov z gasilno
opremo od teoreti¢nih zahtev in predpisov. Seveda pa natanéna
raz¢lenitev med matemati¢nim in algoritmi¢nim misljenjem ni
mogoca, saj je algoritmi¢no misljenje pogosto sestavni del celo-
vitega matemati¢nega misljenja.

Natrpane matemati¢ne vsebine v kurikulumu gotovo ne poma-
gajo ucitelju, da bi pri matemati¢nih vsebinah izpostavljal algo-
ritmi¢no misljenje. A vendar uporaba matematike v vsakdanjem
zivljenju kaze, da je uporabna matematika mo¢no povezana s
tehnologijo, kjer moramo algoritmi¢no misljenje osmisliti in
uporabiti v racunalniSkih programih. Pogosto je algoritmi¢no
misljenje povezano z modeliranjem v matematiki, ki pri pouku
matematike tudi aktualna didakti¢na vsebina. Ker je algoritmi¢-
no misljenje Ze tako ali tako nezavedno prisotno pri uc¢enju ma-
temati¢nih vsebin, je morda dovolj, da pri nekaterih vsebinah



Matematika v $oli, &. 2., letnik 28, 2022 IZ TEORIJE ZA PRAKSO

X|PN=IF[B="maihna";1; teoEG =IF(X<100; PN*(6+3*Round[X/100]); IF(X<1000; PN*
Objekt| PN  |PovrEina X|IF(B="srednja";2;3)) | (9+3*Rounddown[X/100]); PN* (42+6*Rounddown[(X-1000)/250]))
1 majhna 925 1 36
2 velika 122 3 36
3 velika 550 3 72
4 srednja 1200 2 84
5 majhna 210 1 15
6 majhna 675 1 27
7 srednja 2200 2 132
208 | velika | 80 3 27 Slika 7

ucitelj tako misljenje izpostavi (morda z

zgledom na racunalniS$kem programu, z
dodatnim predstavljenim algoritmom v
besedilu naloge ali dodatno z domaco na-
logo, kjer mladi poskusijo faze algoritmic-

nega misljenja zapisati sami).

Lahko izraunamo A Morda so predstavljeni primeri pri vsebi-
dejanski EG? Popravid ni o zaporedjih bralcu vzbudili misel, da
je rekurzivna formula bolj pomembna,
kot je mislil doslej. Morda se nam prikra-
de misel o tem, kako bistro matemati¢no
misljenje in izpeljava formul za splosni
¢len ali pa vsoto zaporedja nadomesti
rutinsko delo in ponavljanje enakega po-
stopka. Morda smo na kak drug nacin
deianski G > e £ > P— ozave.stil?vrgzliko. vrr.led. maFemati(:nim in
teoretitni EG ? AT algoritmi¢nim misljenjem in s tem dose-
gli cilj tega prispevka. Prav ozave$canje
algoritmi¢nega misljenja pa bi bil lahko
tudi eden od ciljev ucitelja matematike pri
delu z mladimi: po potrebi izpostaviti al-
goritmi¢no misljenje, ki mladim pomaga
pri strukturiranju njihovega razmisljanja
in jim po drugi strani morda vzbudi za-
« nesenost, lepoto in korist matemati¢nega
misljenja, ki pogosto nadomesti zamudno
Slika 8 in rutinsko algoritmi¢no opravilo.

Dejanski EG racunamo Lahko izratunamo
po ¢lenih 6-10? teoreticni EG?

Ustreza Ustreza
standardu standardu
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lzvleCek

V ¢lanku obravnavamo pomen dokaza v matematiki. Po kratkem zgodovinsko-teoreticnem uvodu se dota-
knemo pomena dokaza v srednji $oli. Omenimo tudi Pitagorov izrek, ki velja za enega glavnih rezultatov v
matematiki, in navedemo dva dokaza, ki temeljita na geometrijski podlagi. Obravnavamo tudi glavne tehnike
dokazovanja (ki so primerne za srednjesolski nivo): dedukcija, dokaz s protislovjem, kontrapozicija, protipri-
mer in indukcija. Pri vsaki tehniki podamo tudi (srednjesolskemu nivoju) ustrezne primere. Omenimo tudi
eno najslavnejsih domnev - Collatzovo domnevo, katere tezo lahko brez tezav razumejo celo osnovnosolci,
dokaz (ali protiprimer) pa $e vedno ¢akamo.

Kljuc¢ne besede: dokaz, srednja $ola, matemati¢na indukcija, dedukcija, protislovje, proti-primer, Collatzova
domneva

Mathematical Proof in Upper Secondary School

Abstract

This article covers the significance of proof in mathematics. It starts with a brief historical-theoretical backgro-
und before highlighting the role of proof in the context of upper secondary school mathematics. We also refer
to the Pythagorean theorem, one of the most important mathematical concepts, and provide two proofs based
on geometric foundations. Further, we examine the main proof techniques at the secondary-school level: de-
duction, proof by contradiction, counterexample, contrapositive and induction, along with suitable examples.
We also look at one of the most famous conjectures, i.e., the Collatz conjecture, whose thesis is simple enough
for primary school students to understand but whose proof (or counterexample) has not yet been provided.

Keywords: proof, upper secondary school, mathematical induction, deduction, contradiction, counterexam-
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ple, Collatz conjecture.

1 Uvod

Zacetniki dokazovanja matemati¢nih trditev v smislu sodobne
matematike so bili starogrski matematiki, ki so v aritmetiki in
geometriji odkrili, da lahko trditvam dokazemo »pravilnost« ali
»to¢nost«, oziroma kar danes v logiki imenujemo resni¢nost tr-
ditve/izjave (Franklin, Daoud, 2011).

V slovenskih gimnazijah v u¢nem naértu za matematiko (Zakelj,
2008) dokaz nastopa na ve¢ mestih. V osnovi lahko govorimo o
dveh nivojih dokazovanja: pasivnem (ko dijak »prejme« dokaz
in ga je potencialno sposoben ponoviti/reinterpretirati) in aktiv-
nem (ko dijak pozna neko metodo dokazovanja in jo je sposo-
ben aktivno uporabiti v novih situacijah). Slednje je v gimnaziji
ve¢inoma omejeno (Zakelj, 2008) na popolno matemati¢no in-
dukcijo, medtem ko pasivno dokazovanje nastopa na primer pri
vsakem izpeljevanju (formul pri danih predpostavkah).

18

Dokazovanje spada v visji nivo znanja. Z dokazovanjem so po-
vezana procesna znanja, kot je abstraktno razmisljanje, formalno
sklepanje, intuitivne izpeljave ter kritiéno razmisljanje o potreb-
nih in zadostnih pogojih. V u¢nem naértu (Zakelj, 2008) je do-
kazovanje obravnavano kot posebno znanje in je delno vklju¢eno
tudi v izbirne vsebine (npr. polarni zapis kompleksnega $tevila,
analiti¢na geometrija v prostoru, vektorski produkt). Vsebine (in
cilji), ki so potencialno povezane s pridobivanjem taksnih proces-
nih znanj, so (glej (Zakelj, 2008)) predvsem osnove logike izjave
(zapis izjave in dolocevanje logi¢ne vrednosti izjave, ugotavljanje
enakovrednosti dveh izjav) in Stevilske mnozice — naravna Ste-
vila (induktivno sklepajo, posplosujejo, posplositev dokazejo ali
ovrzejo in dokazujejo z matemati¢no indukcijo (Zakelj, 2008, str.
11). Primeri nalog, kjer lahko uporabimo induktivni dokaz, so
povezani s $tevilskimi mnoZicami, algebrskimi izrazi, (ne)enac-
bami ter zaporedji in vrstami.
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Najpomembnejse (dokazano resni¢ne) trditve v matematiki ime-
nujemo izreki, malo manj pomembne imenujemo preprosto tr-
ditve, tiste, ki same po sebi niso tako zanimive, so pa pomembne
kot del dokaza nekega (SirSega) izreka, pa imenujemo leme. Za
razliko od aksiomov, ki so vnaprej dogovorjena dejstva oziroma
resnice, moramo veljavnost (resni¢nost) vsake trditve preveriti z
dokazom.

Izpeljave formul (pri danih predpostavkah) imajo seveda pomen
izreka oziroma trditve. Dokazovanje veljavnosti formul je v gi-
mnazijskem programu zelo pogosto in je namenjeno prej ome-
njenim visjim/procesnim ciljem, ki so povezani s sposobnostjo
dokazovanja. Omenimo samo nekaj primerov izpeljav, ki so res
nujne: kot med premicama v ravnini, vsota geometrijske vrste in
vsota poljubnega $tevila ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja, dokazi
nekaterih limit in osnovni odvodi z limitami ipd.

Pri dokaz(ovanj)u lo¢imo dva vzporedna vidika: miselni proces
in oblikovanje dokaza. Rezultat dokazovanja je dokaz, rezultat
miselnih procesov je razumevanje. Samo dokazovanje lahko po-
teka na ve¢ nac¢inov: induktivno, deduktivno, s protislovjem, s
kontrapozicijo in s protiprimerom (¢e ovrzemo trditev o splo-
$nosti neke izjave). Posamezne miselne sheme so povezane z
organizacijo miselnih procesov (torej z razlicnimi strategijami
pri oblikovanju dokaza). V (Harel, 2008) avtor omenja doka-
zne sheme (indukcija, dedukcija, dokaz s protislovjem, dokaz s
protiprimerom), ki si jih lahko predstavljamo kot »protokole«
razmi$ljanja in poti do razumevanja, ki se jih lahko priu¢imo
(procesni cilj), medtem ko dokazane izreke (pa tudi sam dokaz)
uvrsti v kategorijo institucionalne matematike (zbirka struktur,
aksiomov, trditev, dokazov). Tezimo torej k temu, da dijaki usvo-
jijo prej omenjene protokole razmisljanja z namenom, da sledijo
(institucionalnemu) dokazovanju ucitelja.

Alternativno lahko dokazovanje v grobem razdelimo v tri skupi-
ne (Harel, Sowder, 1998): avtoritativno (ucitelj ali knjiga ponudi
dokaz), empiri¢no (na osnovi primerov meritev koli¢in, konkre-
tnih Stevil vizualizacij itd. induktivno sklepamo/posplosujemo)
in deduktivno (zaporedno dokazovanje implikacije A = B z raz-
delitvijo na vec¢ korakov: iz A sledi B, iz B, sledi B,, ..., iz B,
sledi B, pri cemer je pomembno razumevanje pomena »za vse«
oziroma »ne obstajajo izjeme«).

Empiri¢no razmiljanje je najbolj pogost nac¢in utemeljevanja,
vendar nujno zahteva posplositev. Proces posplosevanja lahko
(glej (Harel, 2008)) lo¢imo na rezultatsko in procesno posplo-
$evanje. Da so $tevila 1, 2, 4, 8, 16 ... ¢leni zaporedja s splosnim
¢lenom 2", lahko preverimo z ra¢unanjem (preverimo ujemanje
¢lenov za prvih pet vrednosti z dano formulo). V procesnem
razmisljanju je treba uvideti, da vsak naslednji ¢len iz prej$nje-
ga dobimo s podvajanjem (prej$njega). Pri dokazovanju je lahko
rezultatski na¢in razmisljanja zgolj osnovna ideja (ki jo potem
nadgradimo z matemati¢no indukcijo). Procesno razmisljanje
nas obicajno pripelje do »pravega« dokaza.

Oba primera razmisljanja lahko ponazorimo na primeru.

Primer 1. Zelimo dokazati, da je 2 zgornja meja
zaporedja

al=\/§,a2=\/2+\/§,a3=1’2+\/2+\/§

Trditev v obliki implikacije je: za vsako naravno Stevilo n je
a, <2.Kot receno, lahko rezultatsko razmisljanje (izracun pribliz-
nih vrednosti za prvih nekaj ¢lenov) sluzi kot osnovni preizkus
potrebnosti pogoja (Ce bi za nek n € N veljalo a, > 2 smo nagli
protiprimer in implikacija ni veljavna). Priblizne decimalne vre-
dnosti prvih nekaj ¢lenov zaporedja so 1. 4142, 1. 8478, 1. 9616,
1. 9904 ... Zavedati se moramo, da to ne more biti dokaz zgor-
nje trditve. Po drugi strani pa vemo, da ravno na osnovi takega
rezultatskega raziskovanja postavimo domnevo, da zgornja trdi-
tev velja za vsak n € N. Za dokaz trditve je potrebno procesno
razmisljanje: za n = 1 je ocitno a; = V2 < 2, saj po kvadriranju
sledi 2 < 4. Za n = 2 po kvadriranju neenacbe /2 + v/2 < 2 sledi
2 + /2 < 4 oziroma /2 < 2 (kar smo ze dokazali). Za n = 3 po

kvadriranju neenacbe . ’ 2+V2+V2 < 2sledi 2 + a, < 4 oziro-
ma a, < 2, kar smo Ze dokazali. Tak$no procesno razmisljanje nas
privede do induktivnega dokaza. Induktivni korak zahteva zgolj
razmislek, da je a1, = /2 + a, za vsak n € N. Ker jea; = V2,
jeizraz an,, = /2 + a, za vsak n € N dobro definiran.

Najpogosteje uporabljen izrek v celotni u¢ni vertikali (ki povezu-
je matematiko s fiziko, mehaniko, geodezijo, statiko, elektroteh-
niko) je zagotovo Pitagorov izrek. Dokaj preprosta premisa (ki je
pogosto vsaj s strani ucencev zamol¢ana oziroma pozabljena) in
zakljucek sta zelo razumljiva in zato obravnavana Ze v osnovni
$oli. Kljub pozabljanju se bi verjetno najve¢ bivsih sosolcev na 20
ali celo 40 obletnici zaklju¢ka OS spomnilo Pitagorovega izreka
(vsaj obrazca a? + b* = ). V srednji $oli pri trigonometriji izrek
nadgradimo s sinusnim in kosinusnim izrekom. Pitagorov izrek
ima zagotovo $e en rekord, namre¢ $tevilnost razli¢nih dokazov
(nekateri se razlikujejo zgolj v niansah, pa vendar). V (Dunham,
1994) najdemo kar nekaj dokazov izreka:

Izrek (Pitagora). (V evklidski geometriji) za vsak pravokotni
trikotnik s katetama a in b ter hipotenuzo c¢ velja a? + b* = c%. (Kot
vemo, velja tudi obrat: Ce za stranice trikotnika velja a* + b* = ¢,
je trikotnik pravokoten.)

Zakljucek oziroma sklep izreka so (vsaj 1000 let pred Pitago-
ro) uporabljali Ze stari Babilonci. Pitagora in pitagorejci (cca.
560-480 p. n. §t.) so ga uporabljali, Evklid (cca. 300 let p. n. §t.)
ga je dokazal na dva nac¢ina (Ratner, 2009). Izrek so (za vrednosti
a=3,b=4inc=05) uporabljali Ze stari egipcani (cca. 4000
p. 0. §t.). Pred Pitagoro so ga zagotovo poznali tudi stari Kitaj-
ci (Cullen, 1996). Pitagorov izrek je najbolj znana trditev v ma-
tematiki. Enacba a* + b* = ¢* pa velja za Cetrto najlep$o enacbo
nasploh (Ratner, 2009). Einstein ga je dokazal pri 12 letih. Zato
si Pitagorov izrek zagotovo zasluzi predstavitev vsaj dveh doka-
zov. Najpreprostejsi dokazi temeljijo na geometrijski predstavi.
Na sliki 1 je prikazan miselni proces, ki vodi do dveh preprostih
dokazov trditve Pitagorovega izreka.

Dokaz 1. Nari$imo kvadrat s stranico a + b. Vodoravni in nav-
pi¢ni stranici razdelimo na odseka a in b, kot kaze slika 1 (levo).
Ostra kota « in 8 sta dolocena z razmerjem odsekov a in b in s
pravim kotom y. (Ker smo zaleli s kvadratom s stranico a + b, je
kot y pravi: 90°. Zato so svetlo-sivi trikotniki pravokotni triko-
tniki s hipotenuzo ¢ in katetama a in b.)

Ker smo v evklidski ravnini, je a + S+ y = 180°. Kot a + f + ¢

je iztegnjen in zato je tudi kot ¢ pravi. Torej je modri stirikotnik
kvadrat. Plo$¢inski argument pove, da je
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(a+b)? = a? + 2ab + b?in
b
(a+b)? = 4-(‘17) + 2.

Iz obeh enacb sledi

ab
@ +2ab 462 =4 (D) 42 s r b7 =7

kar smo Zeleli dokazati. B

b

Slika 1: Dve preprosti geometrijski ideji za dokaz Pitagorovega izreka.
Zgoraj: miselna shema na osnovi vecjega in manjsega kvadrata.
Spodaj: skica Einsteinovega dokaza (pri 12 letih).

Dokaz 2. Einsteinov dokaz Pitagorovega izreka, ki ga je napisal
pri 12 letih, temelji na plo$¢inah znotraj osnovnega trikotnika s
stranicami a, b in ¢: oranzni pravokotni trikotnik ima hipotenu-
z0 a, zeleni pravokotni trikotnik ima hipotenuzo b, skupni pra-
vokotni trikotnik ima hipotenuzo ¢ (Slika 1, desno). Za vsakega
od teh treh pravokotnih trikotnikov velja, da je plo$¢ina Stevilsko
enaka produktu kvadrata njegove hipotenuze in faktorja

__sinacosa __ sinfcosf
f= =——, . Ko razmislimo, da je za podobne tri-

kotnike faktor f enak, iz enacbe ploscm a-f+b-f=2-fpo
kraj$anju s skupnim faktorjem fsledi a? + b* = ¢*. B

Med bolj znanimi dokazi Pitagorovega izreka je $e Leonardov
dokaz (najdete ga npr. v Mencinger, 2022) in dokaz ameriskega
predsednika J. A. Garfielda (Dunham, 1994). Veliko zanimivih
geometrijskih dokazov, ki so primerni za dokazovanje v srednji
$oli, najdete v (Nelsen, 1993; 2000; 2016).
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2 Sheme dokazovanja v srednji Soli

Zgoraj smo omenjali ve¢ nacinov dokazovanja in z njimi pove-
zane miselne procese. V tem poglavju na kratko opiSemo glavne
nacine/sheme dokazovanja:

a) dedukcija;

b) dokaz s protislovjem;

c) kontrapozicija;

d) dokaz s protiprimerom (ko ovrzemo trditev o splo$nosti);

e) popolna matemati¢na indukcija.

Poleg omenjenih nacinov obstajajo $e drugi, kot so npr. kon-
struktivni dokaz, verjetnostni dokaz in kombinatori¢ni dokaz
(Weisstein, 2022). Pomembno je lo¢iti med (enostavno) izjavo
s kvantifikatorji in pa sestavljeno izjavo (kot npr. implikacijo
A = B). Opozorimo, da nacini a)-c) opisujejo dokazovanje im-
plikacije A = B medtem ko d) in e) opisujeta izjavo s kvantifika-
torji, kjer govorimo o izjavi, da neka trditev T(n) velja za vsak n.
V primeru d) izrek »T(n) velja za vsak n« ovrzemo, v primeru e)
pa izrek »T(n) velja za vsak n« dokazemo na osnovi baze induk-
cije ter induktivnega koraka. Seveda mora biti v primeru e) n €
N, medtem ko v primeru d) to ni nujno. V nadaljevanju temelji-
teje predstavljamo dokazne sheme za vseh pet primerov.

a) Dedukcija

Izjavo A = B lahko dokazemo povsem deduktivno (direktno):
torej najdemo zaporedje implikacij, ki dokazujejo, da iz A sledi
B. Logi¢na shema dedukcije je

(A=>B)=(A=B,B =B,...B =B ,B = B).

Ponazorimo to z dvema primeroma.

Primer 2. DokaZimo, da za vsako naravno stevilo n
velja: n? — n je sodo stevilo.

Sklepamo tako, da najprej $tevilo #? - n zapisemo kot
nw-n=n(n-1).

Ker sta to dve zaporedni naravni $tevili, lahko brez izgube za
splo$nost (b. i. z. s.) piSemo

n=2k+ 1inn -1 = 2k za neko naravno $tevilo k. Potem je
w-n=n(n-1)= 2k + 1)2k = 4k* + 2k = 2(2k* + k),

kar je o¢itno sodo $tevilo, saj je deljivo z 2.

Primer 3. Dokazimo, da je izraz X2 - 6x+ 16 pozitiven za
vsako realno Stevilo x.

Izraz x* - 6x + 16 lahko zapisemo kot
xX-6x+16=(x-3)?2+7.

Stevilo (x - 3)* je pozitivno za vsak x saj je kvadrat $tevila. Ce
dodamo 7, $tevilo ostane pozitivno.
b) Dokaz s protislovjem

Dokaz s protislovjem je za razliko od dedukcijskega dokaza in-
direktna metoda dokazovanja: posku$amo zaobiti problem in
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najti pameten argument, ki ustvari logi¢no protislovje. Izjavo A
lahko dokazemo s protislovjem (kontradikcijo) tako, da ob pre-
misi privzamemo -A in dokazemo, da iz tega sledi protislovje,
ki obi¢ajno nastopa v obliki B A B (za neko drugo izjavo B). Ce
protislovje oznac¢imo s P to pomeni pomeni ~A = P, kar pome-
ni, da je A neresni¢na izjava. Trditev A je lahko bodisi resni¢na
bodisi neresni¢na (ne more biti hkrati resni¢na in neresni¢na,
kar je obravnaval Ze Aristotel (Zalta, 2019)). Logi¢na shema (tav-
tologija) za tak dokaz je

(FA=>P)=> A,

kar pomeni: ¢e dokazemo pravilnost trditve, da iz premise in ne-
gacije A sledi protislovje, smo s tem dokazali pravilnost izjave A.

Primer 4. Dokazi, da ne obstaja celo Stevilo, ki bi bilo
sodo in liho hkrati.

Dokaz. Dokaz te (enostavne izjave) s protislovjem poteka takole.
Poglejmo negacijo izjave, torej izjavo, da obstajajo cela $tevila n,
kinl, daveljan = 2k An =2+ 1. Izratunamo

k= % inl= nT_l Iz tega sledi, dajek — I = %, kar je protislovje,

saj je mnoZica celih $tevil zaprta za odstevanje.

Primer 5. Dokazi, da za vsa naravna Stevila n velja: ¢e je
r® + 5 liho, je n sodo stevilo.

Dokaz. Naj bo # poljubno naravno $tevilo in predpostavimo, da
sta tako n* + 5 kot # lihi $tevili. V tem primeru obstajata taksni
Stevili kin [, daje n* + 5=2k + 1 in n = 2] + 1. Torej velja:

nw+5=2k+1
2I+1P+5=2k+1

8P+ 12 +6l+1+5=2k+1
81°+ 121 + 6] + 5 = 2k.

Ce zadnjo enakost delimo z 2, dobimo

5
k—41° — 612 =31 =,
kar je protislovje, saj je k — 41*> — 61* — 3] celo stevilo. Torej mora
veljati, da v primeru, ko je #* + 5 liho Stevilo, n ne more biti liho
$tevilo oz. je lahko samo sodo $tevilo. B

Pogosta alternativna oblika dokazovanja s protislovjem je dokaz,
daiz -A = A, kar je ocitno protislovje (razen, ¢e je izjava —A ne-
resni¢na, kar pomeni, da mora biti A resni¢na). Logi¢na shema
za ta tip dokaza je

A (A2 A) > -(-A) =2 A= (A A)

(tu smo uporabili tavtologijo (A = B) = (-A = B)).

Primer 6. Najbolj klasi¢ni primer dokaza trditve s
protislovjem, ki se obdela tudi v gimnaziji, je dokaz
izjave V2 ¢ Q.

Privzamemo nasprotno, da V2 & Q. Torej je mogoce V2 zapisati
v obliki okrajsanega ulomka, t. j. V2 = %, kjer je D(a, b) = 1. Po
kvadriranju in mnozZenju z b* dobimo 2b* = a”. Vidimo, da je
a? sodo $tevilo in posledi¢no je tudi a sodo $tevilo, torej oblike
a=2m, kjer je m naravno $tevilo. Tako velja 2b* = (2m)* = 4m?.
Po deljenju z dva dobimo b* = 2m?* od koder vidimo, da je tudi
b? sodo stevilo in posledi¢no je b sodo $tevilo. Torej sta oba a in
b deljiva z 2, kar nas privede do protislovja (s tem, da je ulomek
% okraj$an). To pa pomeni, da je resni¢na izjava V2 € Q (in ne
njena negacija V2 ¢ Q).

c) Kontrapozicija

Dokaz s protislovjem ni edini nacin indirektnega dokazovanja
- obstaja $e dokaz s kontrapozicijo, ki je prav tako indirektna
metoda dokazovanja in ki poteka po naslednji shemi: namesto
implikacije A = B dokazemo implikacijo -B = -A.

Primer 7. Dokazi, da za a, b, n € Z velja: ¢e nt ab, potem
ntainntb.

Najprej moramo najti negacijo izjave "n 4 a in n t b". Tukaj je
potrebna previdnost, kajti negacija je

"n|a ali n|b"

(Uporabili smo DeMorganov zakon). Recimo, da n deli a. Potem

je a = nc za nek c € Z in ab = ncb = n(cb). Torej n|ab. Podobno,
¢endelib,je b= ndzanek de Zin ab = and = n(ad). Zato n|ab.

Primer 8. Dokazi, da za x € Z velja: ¢e je x> - 6x+ 5 sodo
Stevilo, potem je xliho Stevilo.

Dokazimo s kontrapozicijo: predpostavimo, da je x sodo stevilo
in dokazimo, da je potem x* - 6x + 5 liho $tevilo. Ce je x sodo
Stevilo, je oblike x = 2k za nek k € Z, od koder sledi

X2 - 6x+5=(2k)? - 6(2k) + 5 =4k> - 12k + 5 =2(2k* - 6k + 2) + 1.

Vidimo, da je x* - 6x + 5 liho $tevilo.

d) Dokaz s protiprimerom

Ce Zelimo ovredi, da je neka trditev tipa »za vsak element m € M
je trditev T(m)« resni¢na, iS¢emo protiprimer. V jeziku logike to
pomeni »obstaja (vsaj en) element (iz mnoZice M), za katerega T
ni resni¢na«.

Primer 9. Naj bo f: R — R odvedljivain monotono
narascajoca funkcija (torej iz x> y sledi f(x) > f(y)).
Trditev, da za vsak x € R velja f(x) > 0, ne velja.
Protiprimer je funkcija fix) = x, za katero v tocki x= 0
sklep ne velja, saj je f(0) = 0.

Primer 10. Za vsak n € N velja, da je /2 + n iracionalno
Stevilo.

Trditev ni resni¢na, saj lahko naidemo protiprimer. Ce izberemo
npr. n = 7, vidimo, da trditev »/2 + 7 = V9 = 3 je iracionalno
$tevilo« ni resni¢na.
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Primer 11. Preveri, ali velja trditev: ¢e je p prastevilo, je
tudi 2¥ - 1 prastevilo.

Izra¢unamo vrednost izraza za prvih nekaj prastevil in rezultate
zapiSemo v spodnyji tabeli.

p 2 3 5 7 11

2r -1 3 7 31 127 2047

Stevila 3, 7, 31 in 127 so prastevila, medtem ko 2047 = 23 - 89 ni
prastevilo. Torej smo nasli protiprimer, zato zgornja trditev ne
velja.

e) Matematicna indukcija

Matemati¢na indukcija je mocna in elegantna tehnika za doka-
zovanje dolocenih vrst matemati¢nih trditev: splosne izjave, ki
trdijo, da je nekaj res za vsa naravna stevila ali za vsa naravna ste-
vila od nekega naravnega stevila naprej. Z naslednjim primerom
se je ze kot mlad ucenec ukvarjal znani matematik C. E Gauss
(1777-1855).

Primer 12. Dokazi, da je vsota prvih n naravnih Stevil

nn+1)
enaka — -

Preverimo trditev za prva §tiri naravna §tevila in rezultate zapi-
$imo v tabelo:

n 1 2 3 4
Vsota
prvihn 1 [1+42=3[142+3=6|1+2+3+4=10
naravnih
Stevil
n(n+ 1) 1.2_12.3_3 3-4-_6 4-5_10
2 2 B 2 B

Morda je to precej prepricljivo in lahko se vprasamo, ali je po-
treben $e kaksen dokaz. Ce trditev velja za vsa $tevila, ki smo jih
preizkusili, ali lahko sklepamo, da je resni¢na za vse vrednosti
n? Spomnimo se primera 11, Kjer je trditev veljala za prva stiri
prastevila, pri petem prastevilu pa se je izkazalo, da je splosna
trditev napacna. Vrnimo se k primeru 12 in se vprasajmo, koliko
naravnih $tevil bi morali preveriti, da bi lahko z gotovostjo trdili,
da je trditev pravilna. Recimo, da nam rac¢unalnik po vrsti po na-
ravnih §tevilih ra¢una vsote. Ne glede na to, za koliko naravnih
$tevil n smo ugotovili, da je trditev pravilna, ne bomo prepri¢ani,
ali obstaja vecje naravno Stevilo 7 za katero je trditev napacna.
Ravno to pa narekuje potrebo po splosnem dokazu, ki zajema
vse vrednosti 7.

Eden od nacinov razmisljanja o matemati¢ni indukciji je, da ne
dokazemo ene trditve za splosen n ampak celo zaporedje trditev
za posamezna naravna Stevila #. Bistvo matemati¢ne indukcije
je, da dokazemo prvo trditev zaporedja, nato pa, ce je katerakoli
trditev v zaporedju resni¢na, je tudi njena naslednja trditev re-
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sni¢na. Iz tega sledi, da so vse trditve pravilne. Zapi$imo ta dva
koraka v formalnem navodilu.

Baza indukcije (zadetni korak). Dokazi, da je trditev resni¢na
za n = 1. (Ali, ¢e dokazujemo trditev za n > a, dokazemo njeno
resni¢nost za n = a.)

Indukcijski korak. Dokazi, da ce je trditev resni¢na za n = k,
potem je resni¢na tudi n = k + 1. Ta korak predstavlja zahtevnejsi
del indukcije, zato ga razdelimo na ve¢ manjsih korakov.

Korak 1: Zapisemo trditev za n = k in predpostavimo, da ta trdi-
tev velja. Zato jo ponavadi imenujemo indukcijska predpostavka.

Korak 2: Zapisemo trditev za n = k + 1, t. j. trditev, ki jo Zelimo
dokazati.

Korak 3: Dokazemo korak 2 ob indukcijski predpostavki iz ko-
raka 1. Za ta korak ni splo$nega recepta, saj se razlikuje za razli¢-
ne primere in je odvisen od matemati¢nega konteksta. Uporabiti
je treba iznajdljivost in znanje matematike.

Ko enkrat izvedemo oba koraka (baza indukcije in indukcijski
korak), lahko takoj zaklju¢imo, da je trditev resni¢na za vsak
n 21 (ali za vsak n > a, ¢e smo zaceli z n = a). Na celotni po-
stopek lahko gledamo kot na nek »avtomatski stroj dokazovanja
izjav«. Dokazemo trditev za n = 1. Po indukcijskem koraku, ker
trditev velja za n = 1, velja tudi za n = 2. Nato ponovno po in-
dukcijskem koraku, ker trditev velja za n = 2, velja tudi za n = 3
itd. Ker smo dokazali indukcijski korak, se ta proces nikoli ne
zaklju¢i. Ta »avtomatski stroj« nikoli ne preneha delati ne glede
na to, kako veliko je $tevilo .

Recimo, da obstaja Stevilo K, za katerega je trditev neresni¢na.
V tem primeru, ko pridemo do $tevila K - 1, imamo situacijo:
trditev je resni¢na za n = K - 1 ampak napacna za n = K. To na-
sprotuje induktivnemu koraku in zato se to ne more zgoditi, kar
pomeni, da je trditev resni¢na za vsa naravna §tevila.

Matemati¢no indukcijo lahko primerjamo s procesom zanke v
ra¢unalni$kem programiranju, kjer za¢nemo tako, da dolo¢imo
zacetno vrednost, kar je pri indukciji analogno bazi indukcije.
Nato pa definiramo zanko, ki s pomocjo prejsnjih vrednosti
spremenljivk ra¢una nove vrednosti, kar je analogno indukcij-
skemu koraku v matemati¢ni indukciji. V ra¢unalniskem pro-
gramu je potrebna $e ena stvar: nastaviti je treba pogoj »stop,
sicer bo program deloval ve¢no. To pa nima analogije v naSem
procesu - nas teoreti¢ni stroj bo deloval ve¢no in zato smo lahko
prepricani, da je na$ rezultat resnicen.

Poglejmo, kako matemati¢na indukcija deluje na konkre-
tnem primeru. Dokazimo trditev iz primera 11, torej, da je
14243+ =20,

Baza indukcije. Ce je n =1
+1)

. nn
n = 1 vrednost izraza —
resnicnazan=1.

je vsota 1. Po drugi strani pa je za
prav tako enaka 1. Torej je trditev

Indukcijski korak.

Korak 1: Zapisemo indukcijsko predpostavko:
1+2+3+- +k =% k(k + 1) (Lastnost za n = k).
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Korak 2: Zapisemo indukcijski sklep
142434 +(k+ D =2k + D[k + D +1] =

= %(k + Dk + 2).

Korak 3: Dokazemo, da iz indukcijske predpostavke sledi in-
dukcijski sklep (t. j. desno stran enacbe v koraku 2 pridobimo s
pomocjo leve strani enacbe v koraku 1 z dodajanjem ¢lena k + 1:

1+2+43+ +(k+1)=1+2+3+ +k+(k+1)

= %k(k + D+ k+1)

1 1
=(k+1)(§k+1)=§(k+1)(k+2),

kar zaklju¢uje induktivni korak. Zato trditev velja za vse n € N.

Na koncu si poglejmo $e geometrijski primer, kjer trditev velja
od n = 4. Zato se baza indukcije za¢ne pri 4.

Primer 13. Za vsak n > 4 je stevilo diagonal v

konveksnem n-kotniku enako @

n-kotnik je veckotnik, ki ima # oglis¢. n-kotnik je konveksen, ce
za vsako njegovo nosilko stranice velja, da preostala oglis¢a leZijo
na isti polravnini te nosilke. V konveksnem #-kotniku so diago-
nale vedno znotraj lika. Slika 2 prikazuje konveksni petkotnik z
diagonalami.

D

A B

Slika 2: Konveksni petkotnik.

Sedaj s pomocjo indukcije pokazimo, da trditev v primeru 12
velja za vsak n > 4.

Baza indukcije. Ce je 1 = 4, je lik $tirikotnik, za katerega vemo

3}

da ima dve diagonali. Prav tako je za n = 4 vrednost izraza "(nT_

enaka 2. Torej je trditev resni¢na za n = 4.
Indukcijski korak.

Korak 1: Indukcijska predpostavka: trditev ve}{ja za n = k. Stevilo
diagonal v konveksnem k-kotniku je enako )

Korak 2: Indukcijski sklep: trditev velja za n = k + 1. Stevilo dia-
gonal v konveksnem (k + 1)-kotniku je enako
(k+D[k+1)=3] (k+1)(k—-2)

2 B 2 ‘

Korak 3: Dokazemo, da iz indukcijske predpostavke sledi induk-
cijski sklep. Zato konveksnemu -kotniku dodamo novo oglisce,
da dobimo konveksni (k + 1)-kotnik (pazimo, da nastali lik osta-
ne konveksen). Nato pogledamo, koliko novih diagonal s tem
pridobimo (glej sliko 3).

— P,

Rz s
Slika 3: Konveksni k-kotnik (levo) in konveksni (k + 1)-kotnik (desno).

Ko dodamo $e eno oglis¢e k veckotniku s k oglis¢i, vse diago-
nale, ki so bile Ze v prej$njem k-kotniku, ostanejo tudi v novem
(k + 1)-kotniku in teh je po indukcijski predpostavki ———.
Dodatno nastane $e k - 2 diagonal, ki jih nariSemo iz oglis¢a
P, ., do drugih nesosednjih oglis¢ (glej sliko 3 (desno), kjer so
te diagonale narisane z rdeco barvo). Ena dodatna diagonala pa
nastane iz stranice, ki je v k-kotniku povezovala oglis¢i P, in P,.

Tako dobimo

k(k -3 k(k—3)+2k—4+2
KE=D) | gy g KD 32082
kP—k—-2 (k+1D(k—2)

- 2 N 2

diagonal (kar potrjuje, da iz indukcijske predpostavke sledi in-
dukcijski sklep). B

Nazadnje obravnavajmo primer, ki je zanimiv predvsem zaradi
enostavnosti trditve. Kljub temu pa matematiki (3e) niso postre-
gli z dokazom (ali ovrgli veljavnost trditve s protiprimerom), kar
pomeni, da ima trditev status domneve (in ne izreka). Domneva
se imenuje po nemskem matematiku Lotharju Collatzu, druga
imena so tudi »3x + 1 domnevax, Ulamova domneva, Kakutani-
jev problem, Thwaitesov problem, Hassejev algoritem in sirakuski
problem. Collatzova domneva je zanimiva , ker je njena trditev
tako preprosta, da jo lahko razume ucenec v osnovni Soli, pa
vendar je v 85-ih letih od njene formulacije niso uspeli niti do-
kazati, niti ovreci.

Domneva (Collatz, 1937). Collatzova funkcija C(n) naravne-
mu $tevilu n € N priredi $tevilo g ¢e je Stevilo n sodo, oziroma
3x + 1, e je $tevilo n liho. Collatzova domneva pravi, da za vsako
naravno $tevilo n zaporedno izra¢unavanje Collatzove funkcije
na nekem koraku privede do $tevila 1.

Opomba. Ce zaporedno iteracijo C(C(---(€C(n)))) ozna¢imo s
k—krat
C¥(n), lahko zgornjo domnevo zapiSemo takole: za vsak n € N

obstaja k € N, da je C*(n) = 1, vendar ta formulacija ni primerna
za osnovno $olo.

Omenimo, da poskusi, da bi domnevo ovrgli segajo v neverjetne
viSave. Najvecje Stevilo doslej, ki so ga testirali kot potencialni
proti-primer (Ren, 2019), je $tevilo n = 2! — 1. Po neverjet-
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nih k = 1344926 iteracijah sledi C*(n) = 1; od tega je bilo treba
481603-krat uporabiti funkcijo n — 3n + 1 in 863323-krat del-
jenje z 2. Omenimo $e, da so raziskave na podrocju Collatzove
domneve $tevilne in zelo aktualne (Ren, 2019). Problem narav-
no spada v teorijo (diskretnih) dinami¢nih sistemov (iteracije).
Bistvo tezavnosti problema seveda ne tic¢i v sodih $tevilih, ki jih
delimo z 2, ampak v lihih $tevilih, ki jih mnozimo s tri (in priste-
jemo ena). Zato je indukcijski sklep tezko izpeljati.

Za dovolj majhne mnozice N,, = {1, 2, ..., m} niti v osnovni $oli,
$e manj pa v srednji Soli ni tezko dokazati veljavnost trditve, »za
vsak n € Ny, obstajak € N, da je C(n) = 1«

Primer 14.ZaN, = {1, 2,3, 4} je trditev »za vsakn € N,
obstaja k € N, da je C¥(n) = 1« resni¢na.

Zan =1 izratunamo: C(1) = 4, C(4) = 2in C(2) = 1, kar pomeni
C(1)=1.

Za n = 2 izracunamo: C(2) = 1.

Za n = 3 izratunamo: C(3) = 10, C(10) = 5, C(5) = 16, C(16) = 8,
C(8) =4,C(4) =21in C(2) = 1 kar pomeni C’'(3) =1

Za n = 4 izra¢unamo: C(4) = 2 in C(2) = 1 kar pomeni C*(4) = 1.

Zgornji izracuni potrjujejo/dokazujejo, da ima za mnozZico N,
Collatzova domneva status (dokazane) trditve.

Opomba. Zgornje zaporedne izra¢une lahko krajse zapisemo v
obliki orbite, ki nastane z iteriranjem Collatzove funkcije C. Za
n =3 je pripadajo¢a orbita3 + 10 » 5216282 4—-2— 1.

Zakljucek

Primer 15.ZaN,, = {1, 2, ..., 10} je trditev »za vsak
n € Ny obstajak € N, da je C¥(n) = 1 resnicna.

Pripadajoce orbite so naslednje:

124—2—-1(zan=1),2—1(zan=2),

3105 16— 8—4—2—1 (zan=3),
4—-2—1(zan=4),5216—8—4—2—1(zan=5),
6—3—-10-5-16—8—4—2-1(zan =6),

79222112 34—17252—226—13—-40—20— 10— 5~ 16—
8—4—2—1(zan=7),824—2—1(zan=238),

9282 14—7222—11234—217—52—26—13—40—20—
10—»5—16—8—4—2—1(zan=9)in 10— 5—216—8—4—2—1
(za n =10).

Zgornji seznam pomeni, da je za mnozico Ny, Collatzova dom-
neva dokazana.

Opazimo, da so dolzine orbit enake

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 1 7 2 5 8 16 |3 19 |6

Iz zgornje tabele je razvidno, kaj je potencialna tezava pri induk-
tivnem dokazovanju za splo§no naravno $tevilo. Gre za dolZino
(najdaljSega) cikla: za m = 10 je dolzina maksimalnega cikla pri
naravnem $tevilu n = 9 enaka k = 19. Drugi problem je najvecje
$tevilo, kamor nas iteracije »odnesejo«: v tem primeru stevilo 52.
To $tevilo je lahko bistveno vedje, kot sam m = 10, ki nastopa v
trditvi.

Na preprostih primerih smo spoznali razli¢ne tehnike dokazovanja, katerih poznavanje in razumevanje je

(tako za ucitelja kot za dijaka) zelo pomembno.

Dokaz mora pokazati, da je trditev (vedno: za vse pogoje premise oziroma za vse vrednosti iz dane mnozice)
resni¢na, pri ¢emer lahko v¢asih navedemo vse mozne primere in preverimo veljavnost za vsak konkreten
primer, ni pa dovolj zgolj navesti koncnega Stevila primerov, za katere trditev velja, ¢e naj nekaj velja za vsa
naravna $tevila. Navajanje primerov, za katere trditev velja, lahko zgolj privede do nepotrjene trditve, za katero
se domneva, da je resni¢na in jo zato imenujemo domneva, ¢e zanjo $e ni bilo mogoce najti dokaza. Ena izmed
najbolj znanih domnev je Collatzova domneva, ki smo jo navedli kot primer domneve, katere dikcija je zelo

preprosta, dokaz pa je zelo zahteven.
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Raziskovalna naloga na Evropskih statisti¢nih

igrah: Nasveti za pripravo nalog

Dr. Ale$ Toman
Univerza v Ljubljani, Ekonomska fakulteta

lzvleCek

Evropske statisti¢ne igre so mednarodno ekipno tekmovanje, ki spodbuja radovednost in zanimanje za statisti-
ko, uporabo uradnih statisti¢nih podatkov, osvajanje dodatnih statisti¢nih znanj in ves¢in ter skupinsko delo
in sodelovanje med mladimi. Na Solski ravni tekmovanja ekipe resujejo spletni test iz poznavanja statisticnih
pojmov in podatkov, na drzavni ravni pripravijo statisti¢no raziskovalno nalogo na osnovi danega podatkov-
nega niza, na evropski ravni pa pripravijo videoposnetek, v katerem s pomoc¢jo uradnih statisticnih podatkov
obravnavajo predpisano temo. Avtor prispevka kot ¢lan strokovne Zirije ze 5 let ocenjuje raziskovalne naloge
na drzavni ravni tekmovanja. V prispevku navaja primere dobre in manj dobre prakse, vse z namenom, da
bodo lahko ekipe v prihodnje pripravljale $e bolj$e naloge. Poudarek je na tistih vsebinah, ki so tesno povezane
s poukom matematike (izra¢uni in grafikoni). Kljub temu so zapisani nasveti dovolj splo$ni, da so uporabni pri
vsaki raziskovalni nalogi. Prispevek vklju¢uje tudi kratek opis vseh ravni tekmovanja in spodbuja uciteljice in
ucitelje matematike k mentoriranju ekip na svojih Solah.

Kljucne besede: Evropske statisti¢ne igre, raziskovalna naloga, analiza podatkov, statisti¢ni grafikoni

European Statistics Competition:
Tips for Preparing Research Papers

Abstract

The European Statistics Competition is an international team competition that encourages young people to
work together and cooperate while using official statistical data and developing their statistical knowledge and
skills. At the school level, teams complete an online test on statistical concepts and data; at the national level,
they write a research paper based on an actual dataset; and at the European level, they create a video in which
they present a given topic using official statistical data. The author is a member of the expert jury and has
been evaluating research papers at the national level for five years. The article offers examples of both the best
and less effective techniques to help teams produce even better papers in the future. Although the emphasis is
on topics directly relevant to mathematics (calculations and diagrams), these broad guidelines adhere to any
research paper. The summaries of each competition stage further encourage math professors to mentor school
teams.

Keywords: European Statistics Competition, research paper, data analysis, statistical graphs.
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1 Opis tekmovanja

Evropske statisti¢ne igre so mednarodno ekipno tekmovanje sre-
dnjesolcev, ki ga organizirajo statisti¢ni urad Evropske unije Eu-
rostat in nacionalni statisti¢ni uradi sodelujo¢ih drzav z name-
nom, da bi med mladimi spodbudili zanimanje za statistiko in
uporabo podatkov uradne statistike ter s tem prispevali k dvigu
statisticne pismenosti v Evropi (https://www.esc2022.eu). Prve

Evropske statisti¢ne igre so potekale v $olskem letu 2017/18. Tek-
movanje se vselej odvija v dveh fazah, prva faza je nacionalna in
poteka v nacionalnih jezikih sodelujo¢ih drzav, druga faza pa je
evropska in poteka v angleskem jeziku. Popularnost iger raste
tako v Sloveniji kot tudi v Evropi. Ker je tekmovanje v celoti izve-
deno preko spleta, je lahko nemoteno potekalo tudi v ¢asu epide-
mije. O tekmovanju in uspehu ekipe Teglzaroze' iz leta 2021 sta
¢lanici ekipe skupaj z mentorico Ze porocali v reviji Matematika
v $oli (Rauter Repija in drugi, 2021).

1 Imena ekip si tekmovalke in tekmovalci izberejo sami. Imena ¢lanic in ¢lanov ekip niso objavljena.
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1.1 Nacionalna faza tekmovanja

Slovenija na Evropskih statisti¢nih igrah sodeluje Ze od same-

ga zacetka, nacionalno fazo tekmovanja organizira Statisti¢ni

urad Republike Slovenije (SURS) v sodelovanju s Statisti¢cnim

drustvom Slovenije (https://www.stat.si/igre). Nacionalna faza

tekmovanja se deli na $olsko in drzavno raven. Na obeh ravneh

dijakinje in dijaki tekmujejo v stalnih najve¢ tri¢lanskih ekipah v

dveh starostno lo¢enih tekmovalnih skupinah, in sicer

o vkategoriji A dijakinje in dijaki zadnjih dveh letnikov srednih
$ol (16-18 let),

o v kategoriji B pa dijakinje in dijaki prvih dveh letnikov sre-
dnjih $ol (14-16 let).

Na $olski ravni tekmovanja ekipe odgovarjajo na 3 sklope po 10

vprasanj izbirnega tipa.

o Sklop a) preverja osnovno znanje statistike.

« Sklop b) preverja poznavanje in uporabo uradnih statisticnih
virov.

« Sklop c) preverja razumevanje izbrane Eurostatove publikaci-
je s statisticnimi podatki.

Solsko tekmovanje poteka v obliki spletnega testa in traja pri-
blizno 2 tedna, ekipe pa lahko na vprasanja odgovarjajo v po-
ljubnem tempu in zaporedoma na ve¢ napravah (v Soli, dijaskem
domu, doma ...). Sodelujo¢i na $olski ravni tekmovanja lahko
osvojijo bronasto priznanje.

Najuspesnejse ekipe se uvrstijo na drzavno raven tekmovanja.
Tam prejmejo obsezen podatkovni niz, na osnovi katerega pri-
pravijo statisticno raziskovalno nalogo, ki jo oceni strokovna
zirija. Ekipe so povsem samostojne pri izbiri raziskovalne teme,
vprasanj, hipotez, podmnoZice podatkov ter metod dela. Casa za
pripravo naloge imajo priblizno 4 tedne, nalogo nato v ocenjeva-
nje oddajo preko spletnega obrazca. Sodelujo¢i na drzavni ravni
tekmovanja lahko osvojijo srebrno ali zlato priznanje.

1.2 Evropska faza tekmovanja

V evropsko fazo tekmovanja se iz vsake sodelujoce drzave uvr-
stita po 2 (prvo leto tekmovanja pa 3) najuspesnejsi ekipi iz vsa-
ke starostne skupine. Organizator tekmovanja izbere temo, nato
vsaka ekipa pripravi videoposnetek, v katerem s pomocjo ura-
dnih statisti¢nih podatkov na zanimiv nacin obravnava izbrano
tematiko. Vsebino predstavijo v najve¢ 2 minutah, temu sledi Se
najve¢ 10 sekund za navedbo virov. Videoposnetek je lahko v na-
cionalnem ali angleskem jeziku, obvezno pa mora biti opremljen
z angleskimi podnapisi. Ekipe skupaj z videoposnetkom preko
spletnega obrazca oddajo $e spremljevalni dokument, v katerem
na najve¢ 4 straneh opisejo postopek priprave videoposnetka.
Casa za pripravo obeh datotek imajo priblizno 6 tednov, nato da-
toteki po vnaprej znanem kriteriju oceni mednarodna strokovna
zirija. Sodelujoci v evropski fazi tekmovanja lahko osvojijo pokal
ali priznanje.

1.3 Namen prispevka

Ekipe na drZavni ravni tekmovanja pripravijo izredno zanimive
in kakovostne raziskovalne naloge, najvisje uvrs¢ene naloge pa
vsako leto SURS objavi na svoji spletni strani. Objavljene izdelke

posebej pozorno pregledajo prihodnje generacije tekmovalk in
tekmovalcev, saj v njih i$¢ejo kljuc¢ do visoke uvrstitve na drzavni
ravni tekmovanja. A tudi v najboljsih nalogah se najdejo napa-
ke in nespretnosti. V upanju, da se te zaradi objave nalog ne bi
$irile, sodelavci SURS in ¢lani Statisticnega drustva pripravljajo
izobrazevanja za ekipe in njihove mentorice in mentorje. Temu je
namenjen tudi ta prispevek. Predstavljeni zgledi izhajajo iz razi-
skovalnih nalog, ki so jih ekipe pripravile v obdobju 2018-2022.
Ceprav nekateri nasveti izhajajo iz priro¢nika Making Data Mea-
ningful (2009), so v prispevku opisana predvsem lastna opazanja.

2 Podatkovni niz in raziskovalno vprasanje

Drzavna raven tekmovanja se pri¢ne, ko SURS ekipam posre-
duje podatke, na osnovi katerih pripravijo raziskovalne naloge.
Podatki so shranjeni v Excelovi datoteki z ve¢ listi, numeri¢ne
vrednosti pa so zapisane v tabeli, kjer stolpci predstavljajo spre-
menljivke, vrstice pa geografske enote. Vrednosti so najpogosteje
dane na ravni 212 slovenskih ob¢in, v dodatnih listih pa so lahko
podane $e agregirane vrednosti za 12 statisti¢nih regij in Slove-
nijo kot celoto. V nadaljnjih listih Excelove datoteke ekipe najde-
jo metapodatke ter prostorski Sifrant. Metapodatki so podrobni
opisi spremenljivk, prostorski $ifrant pa kodna tabela, ki jo ekipe
potrebujejo, saj so geografske enote v tabeli s podatki dolocene s
kodami in ne imeni.

V letu 2020 so imele ekipe na voljo kar sto spremenljivk, a so vse
opisovale druzine v Sloveniji v to¢no dolocenem trenutku. Leto
kasneje je bilo spremenljivk skoraj pol manj, a so ekipe imele na
voljo vrednosti vsake spremenljivke v 5 zaporednih letih, zato
so lahko tematiko okolja v Sloveniji spremljale skozi ¢as. Prva
naloga vsake ekipe je, da dane podatke zelo natan¢no preuci in
razi$¢e njihovo kompleksno strukturo. Le tako si lahko zastavijo
ustrezna raziskovalna vprasanja in kasneje pripravijo ustrezne
izracune (Slika 1).

iokonsta. stwpnost
Maki & m 2akonski
oot \ (5 g@ brer otroL %
Enostareustn, ’E% o
grufing, é ] Eg
S urajeatonsti /| | 2undjeakonsvi ™
par £ otros par brex otrok

Drugine 2

otrokl iunajiatonstq  stupnost

Slika 1: Klasifikacija druzin. Razumevanje medsebojne povezanosti 12
spremenljivk (tipov druzin) omogoca ra¢unanje ustreznih delezev.

Vseh spremenljivk ni mogoce uporabiti v eni raziskovalni nalogi,
ekipa mora zato izbrati natanko tiste, ki ustrezajo postavljenemu
raziskovalnemu vprasanju. Podatkovni niz preucijo tudi ¢lani
strokovne Zirije in zato lahko preverijo ustreznost posamezne
izbire. Ekipe lahko uporabljajo le podatke danega podatkovnega
niza. Uporaba dodatnih podatkov ni dovoljena in vodi v diskva-
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lifikacijo. Lahko pa ekipe i$¢ejo dodatne metapodatke ali ideje za
pripravo naloge (Slika 2). Prav tako lahko uporabljajo poljubne
vire pri ucenju statisticne analize, dela z racunalnikom in izde-
lavi predstavitve.

S koligino vode, ki
smo jo v letu 2019
porabili za
namakanje, bilahko
jzdelali 7.215 in pol
avtomaobila.

Slika 2: Podatek o koli¢ini vode, uporabljeni v procesu izdelave enega
avtomobila (zgoraj), v podatkovnem nizu ni bil na voljo. Ker pa je sluzil
kot zanimivost in ne kot informacija za nadaljnje analize, uporaba
podatka ni sporna. Vir: Deadsirius (2021).

Ceprav vse ekipe analizirajo iste podatke in je njihov vir iz kon-
teksta povsem jasen, SURS ob uporabi podatkov izrecno zahte-
va navedbo vira, pri ¢emer je dovolj Ze zapis Vir: SURS. Kadar
ekipe podatke $e naprej preracunavajo (zdruzevanja, povprecja,
delezi), je pravilen $e pripis Lastni izracuni. Vir praviloma nava-
jamo tudi ob tabelari¢nih in grafi¢nih prikazih podatkov.

3 Elementi raziskovalne naloge

Pravila za nacionalni del tekmovanja dolocajo, da ekipe svoje
delo predstavijo na najve¢ 8 prosojnicah, ki jim lahko sledita
najve¢ 2 prosojnici z metodoloskimi pojasnili. Vsaka naloga
mora vsebovati uvodno prosojnico in zakljucek, pri ostalih 6
prosojnicah pa imajo ekipe proste roke. Zirija ima pri ocenje-
vanju na voljo le prosojnice, zato je pomembno, da je z njih raz-
vidno logi¢no zaporedje vsebin, zlasti kadar je na eni prosojnici
prikazanih ve¢ analiz. Ekipe lahko urejenost (pa tudi jasnost in
razumljivost) nalog preverijo tako, da ob prosojnicah pripravijo
predavanje za mentorja ali prijatelje. Pri tem bodo hitro ugoto-
vile, ali so na pravem mestu zapisale vse potrebne informacije.

3.1 Uvodna prosojnica

Uvodna prosojnica obvezno vsebuje ime ekipe, $ole, statisticne
regije in navedbo starostne kategorije. Preostali prostor na uvo-
dni prosojnici lahko ekipa izkoristi za informativen naslov nalo-
ge ter privlacno grafiko, ki lahko prispeva k razumevanju naloge.
Pri uporabi slikovnega gradiva pazi, da ne krsi avtorskih pravic
in da v nalogi navede ustrezne vire. Uvodna prosojnica je prvi
stik bralca z raziskovalno nalogo, zato se jo splaca ¢im bolj pre-
misljeno izkoristiti (Slika 3).

3.2 Cilji in hipoteze
Na drugi prosojnici ekipe obi¢ajno navedejo cilje in hipoteze.
Hipoteze niso obvezne, ¢e jih ekipa zapiSe, pa morajo biti jasne,

argumentirane in zapisane pred analizo podatkov. Nedolo¢ene
hipoteze je bolje nadomestiti z navedbo ciljev (Slika 4). Cilji po-
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Slika 3: Uvodna prosojnica ekipe Statisti1 (zgoraj) poleg obveznih
sestavin vsebuje Se osrednje raziskovalno vprasanje, tri slike pa kaZejo
okoljske vidike, ki jih v nadaljevanju obravnava ekipa. Pri uvodni prosoj-
nici ekipe Lnmstorm (spodaj, ime in logotip 3ole sta zakrita) je nesre¢na
izbira pisave mocno otezila branje. Vir: zgoraj Statisti1 (2021), spodaj
Lnmstorm (2020).

magajo ustvariti pregledno strukturo naloge. Pravila ne zahte-
vajo, da so cilji zbrani na drugi prosojnici. Ekipa se zato lahko
odlodi, da cilje preplete s statisticno analizo.

Zazeljeno je, da si ekipe zastavijo glavni (primarni) cilj, ki dolo-
¢a zgodbo raziskovalne naloge, nato pa navedejo Se sekundarne
cilje, s katerimi postopoma dosezejo glavni cilj. Pri $tevilu ciljev
naj ekipe upostevajo, da imajo na voljo 8 prosojnic. Koli¢ina ana-
liz, ki jih lahko prikazejo, je zato omejena. Tudi sekundarni cilji
so lahko dovolj splosni, da so zapisani kratko in jedrnato. Ceprav
je cilj zapisan splo$no, so lahko z njim povezane ugotovitve veli-
ko bolj podrobne.

3.3 Statisticni kazalniki

Ko so cilji doloceni, lahko ekipe v podatkovnem nizu poiséejo
ustrezne podatke in se lotijo analize. Ve¢ina podatkov je rezultat
prestevanja (Stevilo prebivalcev, gospodinjstev ...), zato po vre-
dnostih med regijami obi¢ajno izstopa osrednjeslovenska (Slika
5), med ob¢inami pa Ljubljana. Ker regije in ob¢ine niso enako
velike, je pred primerjavo treba opraviti ustrezne preracune.

Statisti¢ni kazalnik je iz danih podatkov izvedena (izra¢unana)
spremenljivka, ki omogoc¢a primerjavo razli¢nih geografskih
enot. Ce sta tevili zaposlenih in brezposelnih oseb odvisni od
velikosti ob¢ine ali regije, je stopnja brezposelnosti kazalnik, s
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- HIPOTEZE

1.Tipi drugin
= Vedina ljudi v Slowend]l End v drudinah.

Malo drutin j& brez otrok.
*  Previsdujejo dvastarisveke drufine.

*  MNajeedji dalef otrok ima porofens starfe, najmanjdi dele} otrok pa Bivi v encatarievakih drudinah

Vetina partnerjev v Sloveniji je porodenih,

. PORABA VODE 1A NAMAKANTE IEMUISC (2005)

%  Najmanj vode za namakanje kvadratnega metra zemljisca se porabi na Gorenjskem, saj je tam velika

koli¢ina padavin.

*  Najve¢ vode za namakanje kvadratnega metra zemlji$ca se porabi na Pomurskem, saj je na tem

podro¢ju najmanj padavin.

HIPOTEZE

DEIAVNOST]

1. Delei zaposlenih v kmetijskih dejavnostih se skozi leta zmanjiuje.

2. Kmetijske dejavnost take v letu 2015 kot v hetu 2020 v nobeni obdin
ne zaposiujejo ved kot 50 delovno akthmega prebivalstva,

3, Deled :aposlenega delovno aktivinega prebivalstva v kmetipskih
dejavnostih v letu 2020 presega 30% samo v obéinah severovzhodne
Slovenija.

Slika 4: Primer presplo3nih (zgoraj levo) in ustrezno argumentiranih (spodaj) hipotez. Hipoteze, ki navajajo le izbrana leta in konkretne vrednosti
(zgoraj desno), dajejo vtis, da so bile pripravljene po analizi podatkov. Vir: zgoraj levo 20in20 (2020), zgoraj desno Kapljice (2022), spodaj Plan_xy

(2021).

10000

n|l||l.|||.l..|l ||||.|||I
/4

mdvostarievske drudine  menostarfevake drudine

Stevilo dvostarfevskih in enostarfevskih druin po regijah

Slika 5: Neinformativen prikaz absolutnih vrednosti. V osrednjeslo-
venski regiji zivi priblizno Cetrtina prebivalcev Slovenije, zato so tam
vrednosti demografskih spremenljivk obicajno najvisje. Vir: Teglzaroze
(2020).

katerim je mogoce primerjati ob¢ine ali regije med seboj. Pri
izbiri kazalnikov si ekipe lahko pomagajo s pregledovanjem
spletnih strani SURS. Ce uporabijo standardni kazalnik, lahko
izra¢unane vrednosti primerjajo s tistimi, ki jih objavi SURS, in
preverijo ustreznost izra¢unov® (Slika 6). Pri izbiri kazalnikov je
ekipa lahko zelo izvirna, paziti mora le, da so vsi izra¢uni dobro
dokumentirani (Slika 7).

3.4 Metode dela

Uporabljene metode dela morajo biti skladne z ravnjo izobrazbe
ekipe. Torej lahko ekipe uporabijo vse znanje opisne statistike iz
srednjesolskih u¢benikov. Dovoljeni so kakr$nikoli preracuni ali

Opremljenost gospodinjstev

hite brez vodovodnega all hide 1 obema
kanalizacijskega prikfjulka prikijutkoma

hiZe 1 ke vodovodnim
prikijutkom

QOd 100 slovenskih gospodinjstev jih je imelo
leta 2018 55 vodovodni prikljucek in 36
prikljucek na kanalizacijo.

Slika 6: Stevilo vodovodnih ali kanalizacijskih priklju¢kov na 100 gos-
podinjstev sta statisti¢na kazalnika. Zapisana ugotovitev nas preseneti.
Ekipa je spregledala, da v ve¢stanovanjskih stavbah ve¢ gospodinjstev
uporablja isti prikljucek na javni vodovod oziroma kanalizacijsko omrez-
je.Vir: Kamni (2021).

tabelacije. Ce vrednosti statisti¢nih kazalnikov ekipe prikazejo $e
grafi¢no, nimajo nikakr$nih omejitev pri uporabi klasi¢nih grafi-
konov ali modernejsih infografik (Slika 6 in Slika 8).

2 Mozna so manj$a odstopanja, ¢e SURS v standardnem kazalniku uporabi podatek za dan, ki v podatkovnem nizu ni na voljo. Ekipe imajo na primer na voljo podatke o stevilu
prebivalcev na zacetku leta, SURS pa v standardnem kazalniku uporabi stevilo prebivalcev na sredini leta.
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4. OKOLIJSKI INDEKS

Okoljski indeks je kazalnik, izratunan na podlagi treh parametrov: koli¢ina
odpadkov na prebivalca (O); koli¢ina porabljene vode na prebivalca (V);
deleZ BDP, ki ga predstavljajo investicije za vlaganje v okolje (1).

Pri vsakem parametru smo regije razporedili v 10 rangov (razlaga rangov
na prosojnici 10), kjer rang 1 pomeni najboljsi rezultat. Okoljski indeks E
izratunamo tako, da od 33 odstejemo vsoto vrednosti vseh treh
parametrov za dano regijo. Po tej metodi je najvedje Stevilo tock indeksa
30, najmanjse pa 3. Regije z visjim rezultatom indeksa veljajo za okolju
bolj prijazne.

Slika 7: Opis izracuna in interpretacija zapletenega statisticnega kazal-
nika. Vir: Marreb (2021).

QNajveE otrok Zivi v osrednjeslovenski regiji
(177426), najmanj pa v primorsko-notranjski
(17247). Pearsonov koeficient korelacije
kaze na to, da je Stevilo otrok mocno
povezano s Stevilom vseh prebivalcev v
regiji (p=0,99).

Slika 9: Pearsonov korelacijski koeficient, ki je iziemno blizu vrednosti
1, lahko nakazuje, da je preucevana zveza trivialna; v regijah z veliko
prebivalci zivi veliko otrok. Vir: Teglzaroze (2020).

dejavnosti oskrba z elektriéno energijo,

POVPRECNE MESECNE NETO PLACE PO DEJAVNOSTIH

V 2020 je (glede na dejavnost) znaiala najvisja povprecéna meseéna neto plaga 1860 €, najniZja pa 827 €. Najvisjo so imeli v

plinom in paro, najnizjo pa v gostinstvu.
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Slika 8: Infografika prikazuje povprecne mesecne neto place po dejavnostih v Sloveniji 2020. Raziskovalna naloga je vsebovala tudi legendo upora-

bljenih grafik. Vir: Avengers (2022).

Tezave lahko nastopijo pri bivariatni statistiki (povezanost dveh
spremenljivk). Ekipe pogosto izra¢unajo in interpretirajo kore-
lacijski koeficient, pri cemer se ne zavedajo, da je to zgolj mera
linearne povezanosti. Povezanost med dvema spremenljivkama
lahko u¢inkoviteje preucijo in opiejo z razsevnim grafikonom.
V¢asih razsevni grafikon razkrije, da je preu¢evana zveza neline-
arna ali trivialna (Slika 9).

Vedja tezava je uporaba linearne regresije. Prileganje premice
mnoZici tock je vsebina, ki jo srednjesolci poznajo iz fizike, kljub

temu pa izracun in interpretacija determinacijskega koeficienta
(R?) obic¢ajno spadata med visoko$olske statisti¢ne vsebine. Tam
$tudenti spoznajo potrebne okoli$¢ine, v katerih je uporaba re-
gresije ustrezna (Slika 10). Uporabo metod, ki jih ekipe ne razu-
mejo dovolj dobro, odsvetujemo.

Najbolj sporna je uporaba sklepne statistike (statisti¢ni testi), ki
je v kontekstu tekmovanja nepotrebna. S sklepno statistiko razi-
skovalci ugotovitve, do katerih so prisli na vzorcu, posplosijo na
celotno populacijo. Podatkovni niz pa ni vzorec, temve¢ vsebuje

3000
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- Sl i b @ Obalno-krailke IN DRUGO
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Slika 10: Enostavna linearna regresija predpostavlja linearno povezanost

spremenljivk (levo). Uporaba regresije pri delezih (desno) ni nujno smisel-

na. Prilegana premica zavzame tudi negativne vrednosti, ki pri delezu niso mozne. Vir: zgoraj Gimvel (2020), spodaj Latte (2022).
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Poraba antideprasivoy,
lzrazena v definiranih
dneynih odmerkih na
1.000 prebivalcev na dan

Antideprasid (NDGA) s2
uporabljajo za zdravijenje
Delez_brezpo epizod velike dapresije in
salm anksioznin miten)
Delez_brezposein Peaarson Comrelation 1 =013
Sig. (2-tailed) B48
M 212 212
Poraba antidepresivoy, Pearson Correlation -013 1
Izrazena v definiranih
dnewnih odmerkih na
1.000 prebivalcev na dan Sig. (2-talled) BaB
Antidaprasivi (NOGA) s&
uporatjajo za zdravijanje
epizod velike depresijein @ M N2 13

anksioznih moten).

Tabela 6.

Po obdelavi podatkov s programom IBM SPSS sva dobila rezultate (Tabela 6). da je
Pearsonov koeficient negativen 0.13, kar kaZe na veliko razprienost podatkov z rahlo
tendenco padanja. Vrednost testne statistike je statistiCno velika (Sig. je 0.848).

podatke za prav vse enote populacije. Se huje je, &e so rezultati
sklepne statistike napacno interpretirani (Slika 11).

3.5 Izracuni

O matemati¢nih napakah v statisti¢nih izraunih sem Ze pisal
(Toman, 2022). Napake se nanasajo predvsem na raunanje pov-
precij iz povprecij. Poglejmo si namisljen zgled, ki hkrati pojasni
dve napaki. Preucevana regija naj ima le dve ob¢ini, v katerih je
skupaj zaposlenih 5 oseb. Tabela 1 prikazuje podatke o njihovih
neto placah v izbranem mesecu ter pripadajoca ob¢inska pov-
predja.

Tabela 1: Podatki o placah v izbranem mesecu v dveh namisljenih
obcinah.

Ob¢ina A Ob¢ina B

Oseba Neto placa Oseba Neto placa

Andrej 1680 € Bojan 1760 €

Ana 1920 € Barbara 1848 €
Branko 2464 €

Povprecje 1800 € Povprelje 2024 €

Kako izra¢unamo povpre¢no mese¢no neto placo v regiji? Za
pravo vrednost sestejem bplace vseh 5 zaposlenih in vsoto delimo
s 5, torej u = R — 1934,40 €. Eklpe tako podrobmh
podatkov nimajo na voljo, zato velikokrat izracunajo povprecje

Slika 11: Uporaba statisti¢nih
programov lahko privede do
izracunov, ki presegajo srednje-
Solski okvir statistike. Posledi¢no
s0 mozne napacne interpre-
tacije. Vrednost Sig. (2-tailed)

je narobe interpretirana. Vir:
Statisti (2018).

1800 + 2024

objavljenih ob¢inskih povpredij g = =1912 €, kar
je narobe. Do pravilnega rezultata lahko pridejo, ce objavljeni
povpredji ustrezno uteZijo sorazmerno s $tevilom zaposlenih v
posamezni ob¢ini u = 2/1800+3 2024 _ 1934,40 €. Enaka zako-
nitost velja tudi pri zdruzevanju delezev. V ob¢ini A delez Zensk
med zaposlenimi znasa 50 %, v ob¢ini B pa 33,3 %. S preste-
vanjem hitro ugotovimo, da je delez zensk med zaposlenimi v

oss 2 . v v v, .
regiji enak w = = = 40 %. Ce izraCunamo le povprecje obcinskih
50 + 33,3

delezev 7 = = 41,7 %, dobimo napacen rezultat. Do

prave vrednosti lahko pridemo z uporabo utezenega povpredja
-50+3-33,3

T =———" =40 %. Zaradi pogostostl te napake so v za-

dnjih letih nekatera regionalna povprecja ali delezi na voljo v

podatkovnem nizu in jih ekipam ni treba izracunati (ali pa za

ustrezen izracun niti nimajo na voljo dovolj podatkov).

Izratunane vrednosti morajo ekipe tudi ustrezno interpretirati
in zapisati ugotovitve. Interpretacija ni zgolj ubesedenje $tevilk.

Nato smo preverili, kako sta povezana porofenost in imetje
otrok in ugotovili, da je pri tipih drufine brez otrok
procentualno veé zakonskih zvez, kot je zakonskih zvez pri tipih
druzine, kjer sta prisotna starsa z otroki. Partnerji brez otrok so
torej v vedji meri porofeni kot partnerji z otroki.

Slika 12: Ekipa na zapleten nacin sporoca, kar enostavno povzame za-
dnja zapisana poved. Vec ugotovitev ekipe je nakazovalo na tezave pri
razumevanju partnerjev brez otrok. V ta tip druzine spadajo tudi pari,
katerih otroci so se ze osamosvajili. Vir: Yobama (2020).
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Ceprav so opisi spremenljivk pogosto dolgi in birokratski, mo-
rajo biti ugotovitve zapisane v obliki preprostih in pravilnih po-
vedi (Slika 12). Izrazi, kot so odpadna regija, obrobna obéina ...,
so lahko za prebivalce zaljivi. Tudi zapisom najbolj izobrazena
regija ali pa najvec odpadkov proizvede regija se izogibamo. Izo-
brazujejo se in odpadke proizvajajo ljudje v regijah in ne regije.

Zaklju¢imo $e s opozorilom pri opisovanju sprememb. Ce koli-
¢ina odpadkov naraste z 10 ton na 11 ton, re¢emo, da se je povi-
$ala za 10 %. Ce stopnja brezposelnosti naraste z 10 % na 11 %,
re¢emo, da se je poviSala za 1 odstotno tocko.

3.6 Graficni prikazi

Tudi o prikazovanju podatkov sem Ze pisal (Toman, 2022). Ekipe
z grafikoni primerjajo regije (ali ob¢ine) ali pa prikazejo dina-

miko pojava v ¢asu. Kadar prikazujejo vrednosti $tevilske spre-
menljivke po regijah, najpogosteje izberejo stolp¢ni ali vrsti¢ni
grafikon. Mozna nerodnost pri tak$nem grafikonu je izbira vr-
stnega reda regij. Abecedni vrstni red ali pa urejenost po kodah,
ki jih uporablja SURS, obi¢ajno nista primerna (Slika 5 in Slika
17). Ker Zelijo primerjati regije med seboj, je grafikon nazornej-
81, Ce so regije urejene po naras¢ajocem ali padajoem vrstnem
redu prikazane spremenljivke. Odlocitev o vrstnem redu je teZja,
¢e ekipa s stolpci prikazuje ve¢ spremenljivk hkrati (Slika 13).
Urejenost naj bo tedaj taka, da ¢im bolj podpre trditve, ki so za-
pisane v ugotovitvah. Stolp¢ni grafikoni morajo biti dvorazsezni
(Slika 14).

Pri prikazovanju prostorske razporeditve vrednosti spremen-
ljivk ekipe pogosto uporabijo tematske karte. Pri tem je vsaka
geografska enota na zemljevidu pobarvana v skladu s polozajem

fffﬁ/

B mokki z osnovnofolsko izobrazbo ali manj
B Renske z osnovnodolsko izobrazbo ali manj

PRIMERJAVA ENOSTARSEVSKIH DRUZIN PO REGIJAH, SPOLU IN IZOBRAZBI

B mofkis srednjedokko izobrazbo
B ienske s srednjefolsko izobrazbo

1.1.2018

B moikiz vitje- ali visokodolsko irobrazbo
B ienske zvidje- ali visokodolsko izobrazbo

Slika 13: Kompleksen prikaz s stolp¢nim grafikonom omogoca primerjavo enostarsevskih druzin po regijah (skupki stolpcev), spolu starsa (barva) in
izobrazbi starsa (zasi¢enost barve). Izobrazba je urejenostna (ordinalna) spremenljivka - vi$ja zasi¢enost barve ustreza visji stopnji izobrazbi. Spol je
imenska (nominalna) spremenljivka - ker vrednosti nista urejeni, je uporabljena enaka zasi¢enost barve. Vir: Frekvenca9 (2020).
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Dbalng-kratka regija

Slika 14: Stolpc¢ni in tortna grafikona imajo odvecno tretjo
dimenzijo. Pri stolpcih je zato tezko dolociti njihovo visino,
tortna grafikona pa poudarita (a ne tu) tiste vrednosti, ki so
prikazane v ospredju. Na sliki je motece tudi ozadje, ki otezi
branje in stilsko posnema grafi¢ne prikaze podatkov. Vir:
Stevilopi (2018).
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Koeficient starostne odvisnosti (2020)
|

T

Slika 15: Primerjava geografskih enot s pomocjo tematske karte je zah-
tevnejsa, kadar je geografskih enot veliko (zgoraj) ali pa je na isti karti
prikazanih ve¢ spremenljivk (spodaj). Vir: zgoraj No1liga (2022), spodaj
Amaterji (2020).
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Slika 16: Dinamika pojava je lahko prikazana s stolpcnim
ali ¢rtnim grafikonom. Kombinacija obeh je koristna, kadar
spremenljivki nimata podobnih vrednosti ali istih enot. Vir:
Kalamari (2021).

njene vrednosti spremenljivke v barvni lestvici. Na eni karti je
mozno s kombinacijo barv in drugih elementov prikazati ve¢
spremenljivk, a je tak prikaz za bralca zahteven (Slika 15).

Kadar ekipe prikazujejo spreminjanje vrednosti ene ali ve¢ spre-
menljivk v ¢asu, najpogosteje izberejo ¢rtni grafikon. Pri tem je

Stevilo praznih stanovanj po regijah
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Slika 17: Primerjava regij je lazja, ¢e so urejene padajoce glede
na prikazano spremenljivko. Ker med regijami ni logi¢nih
povezav, uporaba ¢rtnega grafikona ni primerna. Grafikon
uporablja dve navpicni osi, pri tem oznake na desni osi niso
povsem usklajene z vodilnimi ¢rtami. Vir: Ekotistiki (2019).

Povprecna starost otrok v
enostarsevski druZini

Jugovzhodna SLO

—regije

s povpredje Slovenija

Slika 18: Polarni grafikon je poseben primer ¢rtnega grafikona, pri
katerem mora biti smiselna tudi povezava prve in zadnje vrednosti. Pri
regijah to ne drzi. Vir: Llama (2020).

pomembno, da so razmiki na vodoravni osi sorazmerni dolzi-
nam casovnih intervalov (soroden primer je prikazan na Slika
19). Opomnimo, da lahko ekipe ¢asovno dinamiko pojava pri-
kazujejo tudi s stolpci (Slika 16), vrednosti po regijah pa nikoli
s ¢rtnim grafikonom, saj Crte, ki povezujejo zaporedne regije,
nimajo pomena (in Slika 18).
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Za konec omenimo $e razliko med stolpénim grafikonom in hi-
stogramom. Na vodoravni osi stolp¢nega grafikona so nanesene
vrednosti (ali kategorije), ki niso povezane. Stolpci so zato lo¢eni

STEVILO NOVOZGRAJENIH STANOVANI PO
OBCINAH

Anbitan

Lirsar {Kopsr] Uingar (Ankaian) = ==L

Slika 19: Pregled vodoravne osi razkrije, da ¢asovna obdobja niso
enako dolga. Visine stolpcev v razli¢nih obdobjih zato niso primerljive,
linearni trend je neustrezen. V prikazu najdemo $e vsebinsko napako,
saj grafikon v resnici prikazuje razvrstitev trenutnih stanovanj po letu
izgradnje. Vir: Mozganci (2019).

s praznim prostorom. Na vodoravni osi histograma pa so enako
$iroki razredi Stevilske (numericne) spremenljivke. Visine stolp-
cev so frekvence razredov; te povedo Stevilo enot v posameznem
razredu (Slika 20 in Slika 21).

3.7 Ugotovitve in zakljucki

Podrobne ugotovitve je najbolje zapisati na prosojnici, na kateri
je prikazana ustrezna analiza. Na zadnji vsebinski prosojnici lah-
ko ekipe glavne ugotovitve povzamejo in jih interpretirajo v kon-
tekstu zastavljenih ciljev. Ce ekipa na zacetku postavi hipoteze, je
na koncu treba vsako hipotezo ovrednotiti. Kriteriji ocenjevanja
spodbujajo razmislek o omejitvah podatkovnega niza. O tem
razmislja in poroca le malo ekip. Pri pregledovanju ugotovitev in
zakljuckov Zirija ponovno pregleda celotno nalogo in preveri, ali
so bili vsi zastavljeni cilji dosezeni (vsak cilj mora imeti svoj za-
kljucek) in ali je vsaka ugotovitev podprta z vmesnimi izracuni.

3.8 Prikazi izracunov

Raziskovalne naloge morajo biti ponovljive. Avtorji nalog mora-
jo zato navesti dovolj informacij, da lahko bralci, ki razpolagajo
s podatki, ponovijo vse izra¢une in preverijo vse trditve, ki so
zapisane v nalogi. Da tehni¢ne podrobnosti ne zameglijo vsebine
analize, sta ekipam na voljo dodatni prosojnici za predstavitev
izracunov. Natancnost in iz¢rpnost sta tu pomembnejsi od este-
tike. Zazeljeno je, da ekipe v opisih uporabljajo imena spremen-
ljivk, kot so na voljo v podatkovnem nizu (Slika 22).

Stevilo obéin z rastjo/padcem koligine nastalih komunalnih odpadkov na prebivalca v letu 2019 glede na leto 2015
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Stevilo obéin z rastjo/padcem koli€ine lofeno zbranih komunalnih odpadkov na prebivalca v letu 2019 glede na leto 2015
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Slika 20: Histogram prikazuje porazdelitev obcin glede na odstotno spremembo koli¢ine odpadkov. Razredi so matemati¢no oznaceni, vendar niso
enako Siroki. V vecini obcin se izboljsuje odnos do okolja, ker pa se ob¢ine razlikujejo po Stevilu prebivalcev, je prestevanje obcin lahko zavajajoce.

Vir: Gimvel (2021).
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Slika 21: Prebivalstvena piramida je posplositev histograma. Ker so starostni razredi sti¢ni, prostor med vrsticami ni potreben. Razli¢no siroki razredi
so bili doloceni v podatkovnem nizu, razred 3049 je na sliki neustrezno oznacen. Vir: 20in20 (2020).

+ 1, Komunalni odpadki/prebivalca:

* Uporabila sva podatke Odpadki_1, Odpadki_33_1 ki sva jih delila s podatki Preb_tot v letu 2019. Od
skupne kolitine komunalnih odpadkov na prebivalca sva oditela koli¢ino nevarnih komunalnih.
Rezultate sva za vsako regijo posebej prikazala s stolpcnim diagramom.

+ 2. Komunalni odpadki med 2015-2019

* Uporabila sva podatke Odpadki_1 in jih delila s podatki Preb_tot v letih 2015 in 2019. Stiriletno
spremembo sva za vsako regijo posebej predstavila v odstotkih in jo prikazala na zemljevidu

Prikaz izracunov:

Deleé tipov druzin v Sloveniji/ JV Sloveniji: lzobrazba:
o (Oruz_tipi+Druz tips) 100 = drufine brez otrok:
: Dﬂu:_m ) Druz 11 _izbwn -100 - . .
« PN AP IDTRR PG 5y Druz_11 _tot 21220, 13 M2 2. 2 0
Druz_tot e * enostarsevske druZine:
o [Drurtip3+Druz tipd) o o. = mati:
i m& : _ Zdruz3sisbem o0
Odstotek prebivalcev, ki Zivijo sami (Slovenija/IV Slovenija): Z_druz_33_tot L

Slika 22: Opis izracunov v opisni (zgoraj) in matematicni (spodaj) obliki. Oba opisa omogocata ponovitev opravljene analize. Vir: zgoraj Koale
(2021), spodaj Lnmstorm (2020).

Zakljucek

V Solskem letu 2021/22 so se uspesno zakljucile 5. Evropske statisti¢ne igre. Kljub mladosti je tekmovanje po-
pularno, znano in priznano v Sloveniji in Evropi in je uspe$no premagalo vse ovire, ki jih je prinesla epidemija.
Slovenske ekipe se skoraj vedno uvrstijo med najboljSe v Evropi, kar utrjuje prepricanje, da smo na pravi poti,
in nam daje neizmerno motivacijo za nadaljnje korake. Poleg tekmovalnih uspehov pa Evropske statisti¢ne
igre prinasajo Se spodbudo mladim in njihovim mentoricam in mentorjem k pridobivanju novih statisti¢-
nih (in interdisciplinarnih) znanj in preucevanju naravnih in druzbenih pojavov. Tekmovanje s tem vzgaja
odgovorne in mednarodno vpete drzavljanke in drzavljane, ki znajo svoje odlo¢itve in mnenja oblikovati in
podpreti s pomocjo podatkov uradne statistike.

Ve¢ informacij o aktualni izvedbi iger je na voljo na naslovih https://www.stat.si/igre in statigre.surs@gov.si.
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S seminarja Smiselno vkljucevanje sodobnih
tehnologij za obdelavo podatkov

V Solskem letu 2021/22 sta bili dve izvedbi seminarja Poti za izbolj$anje u¢nih dosezkov pri matematiki s
smiselnim vkljucevanjem sodobnih tehnologij za obdelavo podatkov. Seminar je potekal v dveh delih, v
vmesnem ¢asu so udelezenci zapisali in v spletni ucilnici seminarja oddali dejavnost za obdelavo podatkov, ki
so jo Ze ali pa jo $e bodo izvedli z ucenci pri pouku. Objavljamo tri razli¢ne primere.

Ve

Analiza stevila tock Luke Doncic¢a

Gregor Spacal
Osnovna $ola Miren

« uredi podatke,

« izbere in uporabi ustrezen prikaz,

« zapise aritmeti¢no sredino, modus, mediano in medc¢etrtinski
razmik,

« predstavi podatke s $katlo z brki,

« za obdelavo podatkov uporablja elektronske preglednice.

Razred: 9. Casovna opredelitev: 1 3olska ura
Vsebina: Obdelava podatkov s pomocjo programa Excel

Cilji: Tehni¢ni pogoji za izvedbo:
Ucenec: + delo v parih,

« uporaba rac¢unalnika in programa Excel,

« uporaba ucbenika in zvezka,

povezava do vira podatkov (https://www.espn.co.uk/nba/
player/gamelog/_/id/3945274/luka-doncic).

Dejavnosti ucitelja:

+ navodila za delo,

« spremljanje dela u¢encev,

+ nudenje pomoci u¢encem s tezavami,

« motiviranje, usmerjanje, sprotno podajanje povratne
informacije.

Dejavnosti ucenca:

+ delo v parih,

- obdelava podatkov,

« uporaba programa Excel,
+ interpretacija ugotovitev.

Luka Donci¢ je dosegel v sezoni 21/22 naslednje tevilo tock (za lazjo preglednost je $tevilo tock razdeljeno po mesecih):

OKTOBER 18 27 26 25 16 23

NOVEMBER 33 23 33 25 20 32 23 26 33 25

DECEMBER 28 21 28 26 27

JANUAR 14 21 26 22 21 27 23 20 41 28 37 25 15 30 34
FEBRUAR 40 33 18 33 51 45 21 49 8 23 34

MAREC 25 41 35 31 30 26 37 17 37 15 24 32 34 35

APRIL 36 32 26 39 26

Podatke prenesi v program Excel in z uporabo programa resi:

1. Za enega od mesecev graficno prikazi dosezeno stevilo tock.

2. Za posamezen mesec izracunaj aritmeti¢no sredino, modus, mediano.

3. S pomod¢jo programa narisi $katlo z brki za tisti mesec, kjer je to smiselno. Interpretiraj skatlo z brki.

4. Podatke analiziraj kot celoto - za celo sezono - in dolo¢i aritmeti¢no sredino, modus in mediano ter narisi Skatlo z brki.

Interpretiraj rezultate.

5. *Poskusi izra¢unati povprecno tevilo tock za posamezen mesec in ga primerjaj s povpre¢nim $tevilom tock celotne sezone.

Se razlikujeta? Poskusi pojasniti, zakaj.
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Rezultati Tine Maze in merila
za razprsenost podatkov

Mitja Vatovec
Osnovna $ola Sostro

Razred: 9. Casovna opredelitev (Stevilo ur): 1

Vsebina: Obdelava podatkov in verjetnost — srednje vrednosti, merila za razprSenost in verjetnost
Cilji:
Ucenec:

uredi podatke,

dolo¢i modus, mediano in medc¢etrtinski razmik,

predstavi podatke s Skatlo z brki,

dolodi verjetnost dogodka,

predstavi svoje ugotovitve.

Tehni¢ni pogoji za izvedbo:

« delo v parih,

« uporaba ucbenika in zvezka,

« povezava do videa (https://www.youtube.com/watch?v=5pfV7BAWMXE).

Dejavnosti ucitelja: Dejavnosti u¢encev:

navodila za delo, « samostojno delo v parih,
spremljanje dela ucencev, - obdelava podatkov,
motiviranje, usmerjanje in vrednotenje. « izdelava predstavitve,

« predstavitev raziskave.

Se nekaj povratnih informacij na zapisani primer
Ana Canzutti
Tjasa Gaspar

Odlic¢en primer. Ob pregledu in vasi predstavitvi
primera sem takoj videla, kako navduseno bi u¢en-
ci iskali podatke svojih najljubsih $portnikov in jih
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potem obdelali. Primer, da je $katla z brki dejan-
sko brez brka, je res odli¢en za razpravo. Tako nasa
Tina ni poskrbela samo za izvrstno sezono, ampak

tudi za odlicen $olski primer :)

Natasa Budna Stanta

Ze sam naslov me je pritegnil k branju naloge.
Zelo dobro zastavljana naloga, ki jo lahko nadgra-
dimo z delom v ra¢unalniski ucilnici.

Odli¢na motivacijska naloga, zelo me je pritegnila
in verjetno bo tudi ucence. Videoposnetek pa je se
pika na i.

Ceprav je priprava miSljena brez uporabe Excela,
vidim potencial, da nalogo uporabim tudi v racu-
nalniski uéilnici.


https://www.youtube.com/watch?v=5pfV7BAWMXE

Matematika v 30li, $t. 2., letnik 28, 2022 UCNI LIST

V sezoni 2012/2013 je Tina Maze osvojila naslednje uvrstitve na tekmah za svetovni pokal:
1,3,1,2,4,1,2,1,4,5,1,2,3,2,5,1,4,2,3,2,3,3,1,12, 1,2, 1, 4,10, 20, 3, 1,4, 1

1. Dolo¢i modus, mediano in medcetrtinski razmik uvrstitev Tine Maze. Narisi tudi $katlo z brki. Podatke najprej uredi.

Q=___ Me=Q=___ Q=__
Q-Q=__ - =
d) skatla z brki

2. Na televiziji bodo prenasali posnetek ene izmed tekem te sezone. Dolo¢i verjetnost dogodka, da bodo predvajali tekmo, na

kateri je:

a) Tina zmagala. b) bila Tina 6.

¢) bila Tina na stopnic¢kah. d) bila Tina uvrs¢ena med prvo trideseterico.

Nemogo¢ dogodek je dogodek , gotov dogodek je dogodek ter slu¢ajna dogodka sta dogodka in
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Napovejmo vreme

Teja Skrjanec
Osnovna Sola Davorina Jenka Cerklje na Gorenjskem

Razred: 8. r

Casovna opredelitev (Stevilo ur): 5 ur

Vsebina: Napovejmo vreme (obdelava podatkov v 8. razredu)

Cilji:

« Spoznajo osnove racunalniskih preglednic (Excel).

+ Uporabljajo racunalniske preglednice (Excel).

+ |z prikaza preberejo podatke in jih interpretirajo.

+ Razvijajo kriti¢en odnos do interpretacije rezultatov.
+ Izberejo primeren prikaz za predstavitev podatkov.

geografskih informacij (grafi/diagrami, tabela, klimogrami).
+ Spoznajo vremensko hisico z merilnimi inStrumenti.

+ Uporabijo osnovne stiri matemati¢ne in nekatere statisti¢ne operacije oziroma metode pri zbiranju, analiziranju in prikazovanju

+ lzdelajo klimogram kraja in napovejo vreme med poletnimi pocitnicami.

Tehnicni pogoji za izvedbo: racunalniska ucilnica in podatki, zbrani iz viemenske hisice

Dejavnosti uditelja:

« pripravi navodila za delo,

« ucence razdeli v pare,

. ucencem razlozi delo v Excelu,

+ ucencem pomaga z racunalniskimi preglednicami.

Dejavnosti ucenca:

+ izdelajo empiri¢no preiskavo,

+ uporabljajo Excel,

« izdelajo klimogram kraja v Excelu,

+ napovejo vreme med poletnimi pocitnicami.

1 Empiri¢na raziskava

Ucence Ze v 6. razredu navajamo delo z empiri¢nimi preiskava-
mi in obdelavo podatkov z racunalni$kimi preglednicami. Tako
znajo udenci v programu Excel razgiriti oziroma skr¢iti stolpce in
vrstice, vpisati podatke in besedila, narediti preglednico, izdelati
ustrezen diagram oziroma grafikon in na njem popraviti oziro-
ma dodati naslov diagrama, naslov osi, merske enote, legendo,
spremeniti barvo stolpcev itn. Poleg nastetega je bistvena stvar,
da se naucijo interpretirati diagram.

Slika 1: Vremenska
hisica v Cerkljah.
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1.1 Postavitev vprasanja

Tehniski dan smo zaceli s ponovitvijo geografskega znanja o kli-
mogramih in z matemati¢no-rac¢unalniskimi ves¢inami uporabe
Excela. V izvedbo tehniskega dneva je bila vkljucena tudi ucite-
ljica geografije, ki nam je pomagala pri pravilnem razumevanju
geografskih pojmov (podnebje, vreme ...).

Za izdelavo klimograma potrebujemo podatke o temperaturi in
koli¢ini padavin nekega kraja za obdobje 30 let, ki jih merijo in-
$trumenti v vremenski hisici (Slika 1), ki je v okolici Sole. Podatki
se zbirajo in hranijo na $olskem rac¢unalniku.

Ucenci so delo nadaljevali v parih. Vsak par je imel nalogo, da

izdela klimogram Cerkelj za dolo¢eno leto. Postaviti so si morali

Se vpra$anja, na primer:

o V katerem mesecu je bilo najve¢ in v katerem najmanj pada-
vin?

o Kdaj je bila v Cerkljah najvisja temperatura?

« Koliksna je bila razlika med najvi$jo in najnizjo temperaturo?

o Kateri tip podnebja je znacilen za Cerklje?

1.2 Nacrtovanje preiskave

Ucenci so naredili naért, kako se bodo preiskave lotili. Nacrt dela
je pomemben, saj uencem pomaga narediti kronolosko sosledje
korakov preiskave, da se v paru organizirajo in porazdelijo delo
ter da Cesa ne pozabijo.
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Primer nacrta:

« pridobitev podatkov o temperaturi in koli¢ini padavin za leto
2014,

o izradun povprecne temperature in mese¢ne koli¢ine padavin,

o izdelava tabele in vnos podatkov,

o izris klimograma,

o razlaga klimograma.

1.3 Zbiranje podatkov

Iz podatkov, ki se preko vremenske hisice zbirajo na Solskem ra-
¢unalniku, so uéenci izlus¢ili povpre¢ne temperature za vsak dan
v mesecu in dnevno koli¢ino padavin. Iz zbranih povpre¢nih
dnevnih temperatur so ucenci izracunali povpre¢no mese¢no
temperaturo. Pri tem so si pomagali z Excelovo funkcijo Ave-
rage. Koli¢ino padavin so izracunali s seStevkom vseh padavin
v dolo¢enem mesecu. Pri tem jim je pomagala funkcija Sum.
Dobljene podatke o povpre¢ni mese¢ni temperaturi in koli¢ini
padavin so zapisali in uredili v preglednico (Slika 2) v Excelu.

Klimogram za leto 2014 (Cerklje)

Klimogram za leto 2004 (Cerklje)

B e (e Povireing T AE

Slika 3: Klimogram Cerkelj za leto 2014.

1.5 Interpretacija rezultatov

Najzahtevnejsi del preiskave je razlaga dobljenih rezultatov. Po-
glejmo interpretaciji dveh razli¢nih parov za isti klimogram (Sli-
ka 3) za leto 2014:

Prva interpretacija rezultatov:

Klimogram prikazuje tem-perature in koli¢ino padavin za
leto 2014 v Cerkljah. Prikazuje tipi¢no celinsko podnebje,
kar dokazuje krivulja. Najvisja temperatura je bila julija,

Mesec Padavine [mm] |[Povprecna T [°C]
januar 96,6 44
februar 198,2 3,2
marec 46,2 7.9
april 49 12
maj 75 14,5
junij 113 19,3
julij 162 19,7
ﬂgust 323 18,7
september 352 15,4
oktober 41 13
november 260,5 8,1
december 117 2,6

Slika 2: Zbrani in urejeni podatki o koli¢ini padavin in povpre¢ni mesec-
ni temperaturi za leto 2014.

1.4 Analiziranje podatkov

Sledila je izdelava klimograma (Slika 3). Excel nudi vrsto razli¢-
nih diagramov: stolp¢ni, ¢rtni, tortni, pali¢ni, raztreseni, kombi-
nirani itn. Slednji se uporablja za klimograme, saj nam omogoca
izris treh razli¢nih vrst podatkov (meseci, padavine, povpre¢ne
temperature), za kar potrebujemo tri osi.

Moder stolp¢ni del diagrama predstavlja koli¢ino zapadlih pada-
vin v posameznem mesecu, rde¢ ¢rtni diagram ponazarja pov-
pre¢no mesecno temperaturo, vodoravna os pa prikazuje mesece
v letu. Ucenci so klimogram opremili z glavnim naslovom in
naslovi osi, ki ponazarjajo merske koli¢ine s pripadajo¢imi mer-
skimi enotami, ter legendo, ki razlaga modro in rdece obarvan
del diagrama.

in sicer 19,7 °C. Najnizja temperatura je bila decembra,
in sicer 2,6 °C. Celoletne temperature so bile nizke (niso
presegle 20 °C). Povprec¢na letna temperatura je bila
11,6 °C. Graf s temperaturami se na polovici leta preslika,
stolpcni diagram s koli¢ino padavin pa ne. Temperatura
je od februarja do julija narascala, od julija do decembra
pa se je znizevala. Najve¢ padavin je padlo v septembru,
in sicer 352 mm. Najmanj padavin je padlo v oktobru,
in sicer 41 mm. Letno je padlo kar precej padavin
(1833,5 mm). Spomladi je zapadlo precej malo padavin.
Pozimi je padlo precej padavin (snega). Od marca do
septembra je koli¢ina padavin stalno narascala. Med
zimskimi meseci je najvec¢ padavin zapadlo v februarju,
najmanj pa v januarju. Med pomladnimi meseci je najvec
padavin zapadlo v maju, najmanj pa v marcu. Med
poletnimi meseci je najve¢ padavin zapadlo v avgustu,
najmanj pa Vv juniju. Med jesenskimi meseci je najvec
padavinzapadlovseptembru, najmanj pav oktobru.Med
zimskimi meseci so bile najvisje temperature v januarju,
najnizje pa v decembru. Med pomladnimi meseci so
bile najvisje temperature v maju, najnizje pa v marcu.
Med poletnimi meseci so bile najviSje temperature v
juliju, najnizje pa v avgustu. Med jesenskimi meseci so
bile najvisje temperature v septembru, najnizje pa v
novembru.

Druga interpretacija rezultatov:

Najvisja temperatura v letu 2014 je bila v mesecu juliju.
Najnizja temperatura je bila v mesecu decembru. Najvec
padavin je bilo v novembru, najmanj pa v oktobru. Poleti
je bilo veliko padavin, spomladi pa zelo malo. Poletje ni
bilo vroce, temperature niso presegle 20 °C.
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1.6 Predstavitev preiskave

Tehniski dan smo sklenili s predstavitvijo klimogramov za po-
samezno leto. Ucenci so izdelali skupno predstavitev s pomoc¢jo
spletne aplikacije Google Drive, ki se uporablja podobno kot
Microsoftov PowerPoint, le da lahko ucenci hkrati vnasajo in
urejajo en dokument. Vsak par je dodal svoj klimogram ter ugo-
tovitve in tako je nastal skupen dokument.

Na podlagi vseh klimogramov smo izdelali §e skupni klimogram.
Vremenska hisica je zacela delovati leta 2006, tehniski dan pa je
bil izveden leta 2016. Torej smo zbrali podatke za obdobje dese-
tih let, zato klimogram ni bil popolnoma zanesljiv. Napovedali
smo, da bodo poletne temperature nad 20 °C, koli¢ina padavin
pa bo okoli 100 mm.

Po poletnih po¢itnicah smo z u¢enci analizirali napoved in ugo-
tovili, da so bile povpre¢ne poletne temperature krepko nad
20 °C, koli¢ina padavin pa se je gibala okoli 100 mm, le junija
je padlo nekoliko ve¢ padavin. Nasa vremenska napoved se je

torej uresnicila, da pa bomo resni¢no lahko izdelali objektivnejsi
klimogram, bomo morali zbirati in obdelovati podatke $e nasle-
dnjih 20 let.

Povprecna dnevna temperatura

Na tehniskem dnevu smo razlozili tudi pojem povpre¢na dnev-
na temperatura. Obi¢ajno so ucenci navajeni, da je povprecje v
vsakdanjem Zivljenju enako matemati¢cnemu pojmu aritmeti¢na
sredina. V tem primeru pa ugotovimo, da ni tako. Pois¢emo defi-
nicijo povpre¢ne dnevne temperature (https://meteo.arso.gov.si/
met/sl/climate/current/last-12-months/description/), ki pravi:

Povprecna dnevna temperatura zraka je vsota cetrtine izmer-
jene temperature ob 7. in 14. uri in polovice izmerjene vre-
dnosti ob 21. uri po zimskem ¢asu.

4
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Se nekaj povratnih informacij na zapisani primer

Z uciteljico geografije sva dogovorjeni, da v 7. raz-
redu eno u¢no uro matematike namenimo izde-
lavi klimograma (,,ro¢no®), vasa dejavnost pa me
spodbuja, da se u¢ne ure lotim Se v racunalniski
udilnici:).

Zanima me $e, kdo je izdelal vremensko postajo.
Zanimivo in smiselno zasnovan tehniski dan <.

Tjasa Gaspar

Gregor Spacal

Super zadeval

Vse¢ mi je medpredmetno povezovanje z geografi-
jo. U¢encem Ze tako tezko utemeljimo uporabnost
matematike v vsakdanjem zivljenju in pri drugih
predmetih, tako pa lahko neposredno vidijo njen
pomen, pa e zanimivo je, ker raziskujejo vreme za
njihov domaci kraj.

Ana Zgonc MoZina

Kakovostna zasnova in dobro
gradivo za takojs$njo izpeljavo

pri pouku.

Zanimiva in dobra ideja. Sko-
da, da mi v Soli ne zbiramo
takih podatkov. Morda kdo ve,
ali je mozno na spletu prido-
biti podatke za vec let nazaj za
kaksen kraj.

Mitja Vatovec

Ana Kodelja

Izbrani primer je zanimiv in
zelo uporaben z vidika ozave-
$¢anja v zvezi z dvigovanjem
povprecne temperature.

Podatke za razli¢ne meteoroloske postaje najdete na povezavi: https://meteo.arso.gov.si/ v zavihku: Vreme podrobneje (levo) in Arhiv

(zgoraj).
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Mnemonike in kaj ima nesrecna ljubezen
opraviti z racionalno funkcijo

Natalija Zver
Gimnazija Litija, Gimnazija Ledina

lzvleCek

Dijaki pri u¢enju matematike pogosto naletijo na teZave s pomnjenjem. Bistvo tega prispevka je prikaz al-
ternativnega nacina poucevanja, z vklju¢evanjem motivacijsko zanimivih asociacij - mnemonik, ki so lahko
koristne za bolj$e pomnjenje in hitrejsi priklic. Dijakom omogocajo ustvarjanje lastnih asociacij, zato lahko
postane ucenje matemati¢nih pojmov bolj zanimivo, kar vodi k bolj$i motivaciji. Ta asociacijska tehnika ni
vedno ucinkovita pri vseh dijakih. Menim, da ucinkovitost ni odvisna od dijakovih sposobnosti, temve¢ od
dijakovega in uciteljevega znacaja. V prispevku je predstavljena nesre¢na ljubezen kot asociacija pri razume-
vanju obnasanja grafa racionalne funkcije v okolici polov ter v odnosu z vodoravno in poSevno asimptoto.

Kljuc¢ne besede: matematika, asociacije, mnemonike, racionalna funkcija

On Mnemonics and Connection Between Unrequited Love and
Rational Function

Abstract

When learning arithmetic, students frequently have trouble memorising the material. The purpose of this
study is to present an alternate method of instruction that includes mnemonics or associations that are both
motivationally compelling and quickly remembered. Learning mathematics can be more engaging and moti-
vating if students have the freedom to build their associations. This strategy is not always successful. Effective-
ness, it seems, depends less on aptitude and more on the student’s and the teacher’s personalities. The author
introduces unrequited love as an association for understanding how a rational function's graph behaves at its
poles and concerning its horizontal and oblique asymptotes.

Keywords: mathematics, associations, mnemonics, rational function.

Uvod Verjetno je eden izmed najbolj nazornih prikazov, kaj so mne-
monike, naslednji primer: kadar nekdo vprasa, koliko dni ima
npr. april, bo marsikdo pogledal na roko in zacel nastevati me-
sece po vrsti, pri ¢emer se bo s prstom druge roke premikal po
denkih. Ce bo pristal na ¢lenku, bo vedel, da ima mesec 31 dni,
v nasprotnem primeru, ko bo pristal med ¢lenkoma, pa 30 dni, z
izjemo februarja, ki ima 28 oziroma 29 dni.

Ze vet let opazam, da se o uporabi mnemonik pri poucevanju
gimnazijske matematike v slovenskem prostoru zelo redko pise.
Pri dijakih, ki jih pou¢ujem, sem v tem ¢asu zaznala, da je upora-
ba zapomnitvenih tehnik zelo u¢inkovita. Odlo¢ila sem se, da za-
pisem eno izmed svojih mnemonik, ki jo uporabljam pri pouku.

Mnemonike

Kot se za matematike spodobi, je prav, da zapiSemo najprej defi-
nicijo mnemonike.

Mnemonika -e 7 [gr. mnemonike sc. techne iz mneme spomin] je
spretnost in nauk o urjenju spomina (s pravili, kako si zapomni-
mo ¢im ved; sloni na zakonih o asociaciji idej); (vaja za) urjenje
spomina.

Slika 1: Uporaba mne-
monike za Stevilo dni v
mesecu.
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Mnemonika, ki so jo v¢asih uporabljali, da so otrokom razlozili,
kdaj lahko sedijo na travi, da se ne bodo prehladili, pravi, da lah-

ko sedi$ na travi tiste mesece, ki v imenu nimajo ¢rke r.
L!MR FEQ)(AR M%C %}.
MAJ JUNIT JULIT AVGUST SEPI%.BER
GK)@ER NOVEMEER DE}MBER

Slika 2: Mnemonika, povezana s sedenjem na travi.

Seveda je tak$nih mnemonik $e veliko, saj so si tudi v preteklosti
pri pomnjenju pomagali z razliénimi zapomnitvenimi tehnika-
mi. Tudi pri pouku jih sre¢amo, vendar jih nekateri zal velikokrat
povezujejo z delom z manj sposobnimi dijaki, torej kot nekaj
»manjvrednega« oziroma »ne dovolj strokovnega«. To ne drii,
saj mnemonike uporabljajo pri uc¢enju tudi zelo sposobni dijaki.

Matematiko poucujem ze ve¢ kot dvajset let in spoznala sem, da
mnemonike niso namenjene samo dijakom z u¢nimi teZavami,
ampak jih s pridom uporabljajo tudi nadarjeni dijaki, saj nekate-
re pojme tako hitreje priklicejo iz spomina. Od dijaka do dijaka
se zapomnitvene tehnike lahko razlikujejo. Vsak lahko za isto
matemati¢no vsebino poisce svojo asociacijo, povezano s podro-
¢jem, ki ga zanima ali ga dobro pozna, kot so $port, risani filmi
ipd. na podrodju, kjer je v svojem okolju opazil matematicne za-
konitosti ali podobnosti; torej je matematiko opazil v okolju, od-
nosih, glasbi, literaturi ... Asociacije so lahko vizualne, zvocne,
besedne, tevilske, pri povezovanju pojmov si lahko pomagamo
tudi z vrstnim redom zacetnic pojmov v abecedi.

Zanimivo je brati o strategijah, ki jih pri pomnjenju decimalk
Stevila pi uporabljajo ljudje, ki v recitiranju decimalk tekmujejo.
Od zdruzevanja po devet $tevk v nekaksne telefonske Stevilke,
do oznacevanja $tevk z razli¢nimi barvami, pri ¢emer nastanejo
barvni vzorci.

Vse to so mnemonike oziroma zapomnitvene tehnike, ki s po-
modjo asociacij pomagajo pri laZjem pomnjenju. Mnemonike
delujejo na principu povezovanja novih pojmov s pojmi, ki so
Ze zasidrani v naSem spominu, in na ta na¢in se novih pojmov
hitreje spomnimo.

Se vedno v razli¢nih projektih sodelujem s svojimi, sedaj ze za-
poslenimi, biv§imi dijaki. Ob eni izmed takih priloznosti mi je
nekdanja dijakinja zaupala, da me je svoji sodelavki predstavi-
la kot profesorico, ki matematiko poucuje kot zgodbo. Najprej
sem se nasmehnila, nakar sem premislila njene besede in se ji
zahvalila za kompliment. Zelo dobro je namre¢ opisala moj ne-
koliko drugacen nacin poucevanja, s katerim posku$am razvi-
jati ljubezen do matematike. Zelim si, da bi pri refevanju nalog
dijaki uzivali ter spoznali, da je matematika orodje za reSevanje
zivljenjskih problemov. Matematiko poskuSam predstaviti kot
celovito, povezano zgodbo, pri ¢emer mi pomagajo mnemonike,
ki poskrbijo za marsikatero spro$¢eno minuto pri pouku.

Verjamem, da si vsak, ki novo snov sprejema v okolju in na na-
¢in, pri katerem se dobro pocuti, veliko ve¢ zapomni, kot Ce je pri
pouku napet, nespros¢en in prestrasen. Mnemonike so name-
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njene pripenjanju novega znanja na snov, ki je Ze utrjena; smeh
in spro$cenost, ki jih sproZijo pa dijaku, pomagata pri dobrem
pocutju in lazjem pomnjenju.

Skrivnost srece ni v tem,

da vedno delamo tisto,

kar imamo radi, temve¢

da imamo radi to, kar delamo.
(Lev Nikolajevi¢ Tolstoj)

Graf racionalne funkcije s kanckom romantike

Dva izmed ciljev, zapisanih v u¢nem nacrtu pri racionalni funk-
ciji, govorita o tem, da dijaki/dijakinje:

 poznajo in uporabljajo lastnosti racionalnih funkcij,

« nariSejo in interpretirajo graf racionalne funkcije.

Da bi cilja uresnicili, pred risanjem grafa racionalne funkcije
dolo¢imo nicle, pole in navpi¢ne asimptote, za¢etno vrednost,
enacbo vodoravne oziroma poSevne asimptote, prese¢isce grafa
funkcije z asimptoto, lahko dolo¢imo tudi predznak funkcije ter
nari$emo graf.

Matematiki poznamo razli¢ne ale. Ce nas kdo vprasa, kaj je ne-
sre¢na ljubezen v matematiki, je odgovor na dlani: ko se ljubita
dve vzporedni premici. Matematik bi dodal $e: v evklidski geo-
metriji.

To $alo uporabljam pri poucevanju racionalne funkcije. Upora-
bljam jo pri obnasanju grafa funkcije v okolici polov, torej kaksen
je graf levo in desno od navpi¢ne asimptote, in pri risanju gra-
fa funkcije v presecis¢u funkcije z vodoravno oziroma posevno
asimptoto ter obnasanju funkcije dale¢ pro¢ od koordinatnega

izhodisca.
1 Graf racionalne funkcije in navpicna asimptota

Graf funkcije ima v polu navpi¢no asimptoto, ki se ji priblizuje z
obeh strani, je ne seka, niti se je ne dotakne, saj funkcija v polu ni
definirana. Graf funkcije je v polu »pretrganc, kot bi ga s skarja-

LIVBEZEN

Slika 3: Na primeru 1 je prikazana nesre¢na ljubezen.
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mi nekdo razrezal. Ce vse skupaj primerjamo z ljubezenskim od-
nosom, je videti kot da asimptota graf funkcije privladi, vendar
nikdar ne prideta skupaj.

Med navpi¢no asimptoto in grafom funkcije je torej vedno ne-
srecna ljubezen.

Primer 1

f(X)— =

1. Nicle:x= 2(1)

2. Poli: x,=1 =1

wmr %= o
3.Zacetna vrednost: f(0) =

4.Vodoravna asimptota: y=0

2 Graf racionalne funkcije in vodoravna
(posSevna) asimptota

Zgodba v primeru vodoravne in poSevne asimptote je nekoliko
drugacna.

Vemo, da se graf funkcije in vodoravna (po$evna) asimptota lah-
ko sekata, ampak to se zgodi le pri nekem konénem x, v neskon¢-
nosti se graf vodoravni (po$evni) asimptoti le priblizuje.

V presecis¢u funkcije z asimptoto zato re¢em, da sta graf funk-
cije in asimptota »prisla skupaj« (kratkoro¢no sre¢na ljubezen),
potem se spreta, se kratek ali daljsi ¢as kujata, vendar v neskon¢-
nosti cutita ljubezen drug do drugega. Vodoravna (posevna)
asimptota graf funkcije v neskon¢nosti privladi, vendar ne pride-
ta ve¢ skupaj (dolgoro¢no gledano nesre¢na ljubezen).

HaHER)
PREPIR. g
i Ky M\ ™
Y o 1
2 32 4 5 & 7.-"I~
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Slika 4: Na primeru 1 je prikazana kratkoro¢no sre¢na ljubezen in dol-
goroc¢no gledano nesre¢na ljubezen.

Med vodoravno (posevno) asimptoto in grafom funkcije je
lahko kratkoroc¢no sre¢na ljubezen, dolgoro¢no gledano pa je
vedno nesrecna ljubezen.

Primer 2

4x +4x+1
S = —-3x-10
1 Niéle-x——l
' ’ 2

2. Poli: X, = 2(1),x 5

3. Zacetna vrednost: f(0) = =T

4.Vodoravna asimptota: y = 4
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Slika 5: Na primeru 2 je prikazana kratkoro¢no sre¢na ljubezen in dol-
goroc¢no gledano nesre¢na ljubezen.

Primer 3
3
f(x )—
x +X
1. Nicle'x=1

2. Poli: X, = 0(1),x = 1

3. Zacetna vrednost: n| zaéetne vrednosti
4. PoSevna asimptota: y=-x + 1

..(;_T,LEI
v L LvBE28 .

2 3 4 5 6 71

NESRE
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Slika 6: Na primeru 3 je prikazana kratkoro¢no sre¢na ljubezen in dol-
goroc¢no gledano nesre¢na ljubezen.
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Zakljucek

Menim, da u¢inkovitost mnemonik ni odvisna od dijakovih sposobnosti, temve¢ od dijakovega in uliteljevega
znacaja. Nekaterim dijakom so omenjene asociacije v veliko pomo¢, saj s takim na¢inom razlage snov malo
bolje razumejo. Zapomnijo si, da graf funkcije z navpi¢no asimptoto nima skupne tocke. Vsekakor pa je pouk
matematike zaradi te mnemonike bolj zanimiv, saj dijake z asociacijo nekoliko razvedrim in jih tako hitreje
motiviram za delo.

Viri
[1] Pavli¢, G., Rugelj, M., Sparovec, J., Kavka, D. (2013). Spatium novum: matematika za gimnazije. Ljubljana: Modrijan.
(2] Verbinc, E. (1982). Slovar tujk. Ljubljana: Cankarjeva zalozba.

[3] Zakelj, A., idr. (2008). Ucni nacrt Matematika Gimnazija. Ljubljana: Zavod RS za $olstvo. https://eportal. mss.edus.si/msswww/pro-
grami2018/programi/media/pdf/un_gimnazija/un_matematika_gimn.pdf (6. 12. 2022).

Iz digitalne bralnice ZRSS

Ugotavljanje
matematicnega
Znanja

V digitalni publikaciji predstavljamo nadaljnje izsledke in
izkusnje na podrocju formativnega spremljanja pri matematiki
s poudarkom na razli¢nih oblikah izkazovanja in ugotavljanja
matemati¢nega znanja.
Predstavljene so naslednje oblike ugotavljanja znanja, ki so
hkrati dokazi o ucenju:

« preiskovalne naloge,

« pisna besedila,

« govorni nastopi,

« vizualne predstavitve,

« didakti¢ne igre,
digitalni | - izdelki.

\ priro¢nik

-/

Publikacija je dosegljiva na:
www.zrss.si/pdf/ugotavljanje_matematicnega_znanja.pdf
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Razli¢ni primeri dejavnosti pri pouku
matematike

Jozica Okorn
Osnovna Sola Vrhovci, Ljubljana

lzvleCek

V prispevku predstavim moj pogled na poucevanje in nekaj primerov dejavnosti, ki jih naredijo u¢enci pri
pouku. Pomembno se mi zdi, da uc¢enci sami zbirajo podatke ter obdelujejo, predstavljajo realne podatke in
resitve. Pri tem posku$am razmisljati, kako vzporedno poucevati aritmetiko in geometrijo.

Klju¢ne besede: obdelava podatkov, preiskovanje, verjetnost

Miscellaneous Mathematics Activities

Abstract

This paper outlines the author's perspective on teaching and provides several class activities. The article as-
serts that it is essential for students to gather, analyse and present factual data and solutions on their own. The
author goes on to consider teaching arithmetic and geometry simultaneously.

Keywords: data collection, data processing, statistics.

Uvod

Ker pou¢ujem matematiko, vam bom predstavila, kako se s po-
stopnim doseganjem standardov znanja priblizujemo srednje-
$olskemu nivoju obravnave podatkov — statistiki. Izhodisce je
ucni nacrt. Predstavila vam bom standarde, ki nas usmerjajo k
razvoju razumevanja podatkov, sistemati¢nega zbiranja, njihove
analize in interpretacije. To dosezemo s tem, da ucenci postopno
osvajajo znanje aritmetike, algebre, geometrije. Vsa podrodja se
prepletajo in dopolnjujejo. Vse tri veje matematike se povezujejo
s cilji ostalih predmetov, ki se jih ucenci ucijo v Soli. Ta med-
predmetna povezanost osmislja nauceno. Lahko smo genialni na
nekem podrocju, vendar ¢e ne znamo teh sposobnosti prenesti
na ostala podrodja Zivljenja, imamo velik problem. V bistvu je
jasno, da se pri tehniki, glasbi, likovni umetnosti, geografiji ...
u¢imo matematike in obratno.

Tudi naloge v Nacionalnem preverjanju znanja so mi zelo pri
srcu. O smislu in pomenu Nacionalnega preverjanja znanja se
vijejo razprave in kre$ejo mnenja. Vendar o nalogah samih ni
dvoma, kakovostne so, lepo sestavljene, upostevajo didakti¢na
nacela, njihova tezavnost se stopnjuje na pravi nacin. Preverjajo
$iroko paleto standardov znanja.

Tudi o primernosti in namenih ucbenikov in delovnih zvezkov
imamo razli¢éna mnenja. Sama se nagibam k uporabi manj obsez-
nih gradiv, da z ucenci lahko naredim kaks$no uporabno razis-
kavo, poskus, ki ga kasneje analiziramo, povezujemo znanja z
ve¢ podrodij, se ukvarjamo s primerjavo izkuSen;j iz Zivljenja ...

Zopet poudarjam, da so u¢na gradiva dobra, odli¢na, vendar
marsikdaj preobsezno zastavljena. V praksi ponujenega ne mo-
remo v celoti izkoristiti. Vsaj pri poucevanju matematike je tako.

V drugem vzgojno-izobrazevalnem obdobju so zapisani nasle-

dnji standardi znanja, ki jih lahko povezujemo z obdelavo po-

datkov:

o zbere, uredi in prikaze podatke v preglednici in s prikazi ter
analizira podatke in rezultate (preiskava),

o razi§¢e kombinatori¢no situacijo in prikaze vse mozne izide,

o priresevanju (besedilnih) problemov uporablja razli¢ne bral-
ne strategije ter kriticno razmislja o potrebnih in zadostnih
podatkih,

o re$i matemati¢ne probleme in probleme iz vsakdanjega ziv-
lienja.

Primer naloge

V razredu izvedemo hitro anketo. Ucenci uZivajo, ¢e lahko pove-
do, kaj imajo radi. Radi prispevajo svoj delez k raziskavam. Radi
so soudelezeni. Dobro je, da ucenci risejo prikaze razli¢nih oblik
in barv. Prikaze opremijo z legendo (Slika 1). Na podlagi ustvar-
jenega jim zastavimo razli¢na vprasanja, od zelo preprostih do
tezjih.

V Sestih razredih opazam, da ucenci dobro berejo podatke z
grafov in diagramov. TeZje pa jim gre od rok risanje na podlagi
izvedenih anket. S prostoro¢nim risanjem razvijajo obcutek za
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KAJ RADI JEMO ZA ZAJTRK

OII II | II

Kruh z
namazom

stevilo otrok
N w B wv

=

Jajcka Sirin salamo Mle¢no hrano

m Decki M Deklice

Slika 1: Primer diagrama v 6. razredu.

vzporednost, pravokotnost, za oblike in razporejanje podatkov.
Ni¢ hudega, ¢e za nalogo porabimo ve¢ ¢asa. Nasa strpnost se
obrestuje v naslednjih letih. S takimi nalogami vzgajamo natan¢-
nost, strpnost do sebe, voljo do dela.

Primera preiskovalnih nalog v 6. razredu

Met vorteksa

Pri pouku matematike sem se odlo¢ila, da bomo z uéenci za-
dnjo uro v tednu namenili obravnavi in analizi konkretne meri-
tve. Utitelj $portne vzgoje je z decki opravil meritve dolzin meta
vorteksa. Fantje so metali vorteks z mesta in z zaletom. Z u¢enci
smo skupaj v zvezek prostoro¢no zapisali uvod, sami so narisali
tabelo za prepis podatkov. S to nalogo so utrjevali risanje vzpo-
rednic in pravokotnic, vadili natan¢nost pri prepisu podatkov,
opazovali razlike v dolzinah metov, Ze analizirali, zakaj je tako.
V uvodu so narisali sliko (Slika 2). S pomoc¢jo uciteljic za sloven-
$¢ino in angle$¢ino so opisali nalogo. Prvi¢ sem jim predstavila
izracun povprecne vrednosti. Nato smo $e nacrtovali in analizi-
rali prikaze (Slika 3 in 4).

S tako nalogo zajamemo veliko ciljev, ki jih uresni¢ujemo pri po-

uku matematike, na primer:

« sistemati¢no zapisejo, $tejejo in meritve ter jih smiselno vpi-
$ejo v preglednico,

o razporedijo izide meritev v smiselne skupine,

« opredelijo in utemeljijo kriterij urejanja podatkov,

+ poznajo prednosti (linearno) urejenih podatkov pri delu s po-
datki,

o razporejajo podatke po enem ali dveh kriterijih (tudi $tevil¢-
nih),

o dane (zbrane) podatke smiselno uredijo v preglednico,

o iz prikaza preberejo podatke in jih interpretirajo,

« izberejo primeren prikaz za predstavitev podatkov,

« berejo odnose med podatki,

« resijo problem, ki zahteva zbiranje in urejanje podatkov, nji-
hovo predstavitev ter branje in interpretacijo,

o razvijajo kriticen odnos do interpretacije rezultatov.

Medpredmetno povezovanje vzpodbuja razmisljanje, povezova-
nje podatkov, nauceno uporabljamo na ve¢ podro¢jih. Razvija-
mo socialnost, razli¢ne talente. Pouk postane zanimiv. Vsi, u¢en-
ci in jaz, se vsako tako uro ¢udimo, kako hitro nam je minil cas.
Pripomba, ki jo je zadnjo uro izrekla ucenka, da je matematika
postala zabavna, me je razveselila. Suhoparnost in enoli¢nost
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smo preobrazili v razgibanost in zanimivost. U¢itelji, ki sodeluje-
mo, pomagamo drug drugemu. Vsi sodelujoci delamo za vse in
imamo z enako koli¢ino vnesenega truda ve¢ rezultatov.
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Slika 4: Izdelek ucenca, 2. del.

Ucenje osnov potenciranja z eksperimentom in
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Slika 6: Kombinatori¢no drevo
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V tretjem vzgojno-izobraZevalnem obdobju so zapisani naslednji

standardi znanja, ki so eksplicitno vezani na obdelavo podatkov:

« pozna in uporablja nadine zbiranja, strukturiranja in predsta-
vljanja podatkov,

« nacrtuje in izvede statisticno raziskavo, rezultate kriticno ana-
lizira in jih predstavi na najustrezne;jsi nacin,

o se kriti¢no opredeli do interpretiranih podatkov,
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« pozna in uporablja aritmeti¢no sredino, modus in mediano,
o resi kombinatori¢ni problem in prikaze resitev,
« uporablja racunalniske preglednice.

V 7. razredu ucenci racunajo z aritmeti¢no sredino, znajo nari-
sati tudi krozne prikaze, v nalogah uporabijo znanje o odstotkih.
Predhodnica teh znanj je geometrija, ki v sedmem razredu dobi
nov, velik zamah.

V 8. razredu je statistika vtkana v naloge cez celo leto. Pri po-
glavjih o funkcijah, odvisnostih in sorazmerjih, risanje grafov
in interpretacija je na visokem nivoju. Velik preskok naredijo
pri sklepanju zaporedij n-tih ¢lenov zaporedja. V 9. razredu pa
je statistiki namenjeno celo poglavje. Od aritmeti¢ne sredine
se pomaknemo $e k modusu, mediani, verjetnosti. Ce bi imeli
ve¢ &asa, bi obravnavali kvartile, razprienosti. Zal, zares zal, za
to podrodje zmanjka Casa. Pa tako zanimive raziskave bi lahko
obravnavali!

Primeri nalog v 9. razredu kazejo velik preskok na intelektualni
razvojni stopnji mladine v najstniskih letih.

Izracun povprecne uspesnosti pri razlicnih
matematicnih vsebinah

V zadnjih letih z ucenci belezim njihovo lastno uspesnost pri
tedenskih preverjanjih, izdelavi in predstavitvi domacih nalog.
V tedenska preverjanja vklju¢im tudi dodatno nalogo. Skrbim,
da so zastopane naloge na razli¢nih taksonomskih stopnjah. Se
kaksna dejavnost se prikrade v delo in njihovo uspesnost bele-
zimo z odstotki. Na ta nadin ucence seznanim z obliko delezev
v odstotkih Ze v 6. razredu, v zelji, da pridobijo obcutek, o ¢em
odstotki govorijo. Ko imajo ucenci $est takih zabelezk uspesnosti
(v odstotkih), naredi vsak zase izra¢un na list papirja. Zgodi se,
da imajo dejavnejsi otroci ve¢ zabelezk uspesnosti. Za nagrado
si lahko odvzamejo iz preracunavanja najslabsi dosezek ali celo
dva.

Iz zabelezk prera¢unajo povprecje uspesnosti. Skupaj z uéenci se
dogovorimo o nacinu pridobivanja ocen.

S tem osvojimo vec ciljev: vecina ucencev je motivirana za spro-
tno delo, ko predstavljajo rezultate domace naloge, vadijo nasto-
panje v Zivo, ucne ure so razgibane, ucenci dobijo sprotne po-
vratne informacije o znanju ... Predvsem pa utrjujemo izratun
aritmeti¢nih sredin.

Ob zakljucku $olskega leta, pred zadnjim ocenjevanjem, si u¢enci
izra¢unajo povprecje dosezkov. Nato izra¢unajo, koliko odstot-
kov morajo dose¢i v zadnjem ocenjevanju, da oceno ohranijo oz.
dajo izboljsajo. Ceprav ocena ni izrac¢un aritmeti¢ne sredine, jim
na ta nacin priblizam prakti¢no uporabo tega znanja v zZivljenju.

Vsako leto se to preracunavanje prelevi v akcijo medsebojne
pomoci. Boljsi in sposobnej$i u¢enci pomagajo $ibkejsim. Cilj
je dosezen in ucenci vnaprej vedo, koliko dela morajo v zadnje
ocenjevanje vloziti.

Naj zapisem $e anekdoto iz lanskega leta. U¢im posebno dekle,
lani je obiskovala 7. razred. Je ljub, vendar izredno hiperaktiven
otrok z motnjo pozornosti. Na zacetku leta je bila nad u¢enjem
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navdusena. To se je poznalo tudi pri pridobivanju odli¢nih ocen.
Na pomlad ji je motivacija padla. Z nivoja odli¢nih ocen je padla
na dobro, potem pa, v zadnjem mesecu celo na nezadostno zna-
nje. Ko je prisla k meni na zadnje ustno ocenjevanje, mi je rekla:

»Utiteljica, ni¢ ne znam. Sem si pa prera¢unala, da ¢e dobim
21 %, imam na koncu povprecje 76 %, to je pa dovolj za zaklju-
¢eno 4.« No, zbrala je 26 % in zaklju¢na ocena je bila 77 %, kar je
prav dobro. Menim, da sva v tem poglavju Zivljenja obe dosegli
svoj uspeh.
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Slika 8: Preracunavanje svoje povprec¢ne uspesnosti.

Primer preiskovalne naloge v 9. razredu

Ucenci imajo v 9. razredu osvojenega veliko znanja. Zato se z
njimi lahko lotimo tudi obsirnejse obravnave dogodkov. Naloge
lahko izvajamo v ve¢ zaporednih urah pouka ali pa na dnevu
dejavnosti.
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Za izdelavo naloge, ki jo predstavljam, potrebujemo do dvanajst
igralnih kock. Kocke lahko mece posameznik ali pa ve¢ otrok, ki
delujejo v skupini. Cilj je utrditi poznavanje izracuna verjetnosti
metov, mediane, modusa. Izide lahko predstavimo z razli¢nimi
prikazi.

Izvedemo deset serij po dvanajst metov. Na ta nadin pridobimo
veliko $tevilo podatkov. Z njihovo analizo se priblizamo izracu-
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Slika 9: Met kock, analiza podatkov, Jerneja Hribar.

nom verjetnosti rezultatov. V preglednico belezimo $tevilo pik,
ki so na zgornji vidni ploskvi kocke. Moznosti za analizo imamo
zares veliko.

V 9. razredu se osredoto¢amo na verjetnost in srednje vrednosti
metov, v 8. razredu lahko navezemo rezultate na izdelavo grafov
pri premem in obratnem sorazmerju.
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Zakljucek

V osnovni $oli so u¢ni naérti pri posameznih predmetih postavljeni na podlagi dognanj o razvojnih, social-
nih, umskih sposobnosti u¢enca. Za to so priporocila v u¢nih nacrtih postavljena tako, da se ucenec pri vseh
predmetih razvija na vseh podro¢jih, ki jih bo kot ¢lovek potreboval.

Zal u¢itelji velikokrat opazamo, da smo kot druzba, u¢ni sistem in vsi sistemi, ki naj bi u¢ni proces podpirali,
zasli. Pri prilagajanju podajanja vsebin u¢encem novih, sodobnih generacij, nas vodijo tudi strah, nezaupanje
v stroko. Kot bi klonili pod pritiski druzbe. Poplava u¢benikov, delovnih zvezkov, digitalnih pripomockov je
za pouk dobrodosla. Slaba plat te medalje je, da delovni zvezki, u¢beniki, druzbena mnenja, krojijo pouk. Ne
govorim, da je ponujeno slabo, vendar nas je ujelo v kalup nefleksibilnosti. Uéni nacrti jasno povedo, katera
podrodja, katero vedenje je potrebno pri dolocenih letih osvojiti, da bo u¢enec lahko napredoval. Omogocajo
nam tudi, da smo fleksibilni in da dolo¢eno snov obdelamo ¢ez aktivnosti, ki jih ucitelji, kot strokovnjaki,
izberemo. Vendar, ¢e se zapletemo v nakup preobseznih gradiv, smo pod pritiskom pri¢akovanj starSev, da
gradiva, ki so jih po nasih priporo¢ilih kupili, tudi uporabimo. Torej nimamo ¢asa, da bi z otroki naredili
kaksno preiskavo in jo z njimi analizirali, obdelali, »razsekljali«, jo sestavili na drugacen nacin, se sprasevali,
iskali odgovore ... Temu je treba nameniti Cas, ki si ga, ce smo suZznji obseznosti gradiv, ne moremo privosciti!
Meni osebno pa se zdi to dobro in dobrodoslo.

Uéni naérti so ustrezni, vendar jih je treba prevetriti, nujno je treba pregledati, kako se med seboj dopolnjujejo
pri posameznih predmetih. Medpredmetno povezovanje bo moralo biti klju¢nega pomena. Ponovno je treba
osmisliti smisel u¢enja in poucevanja. Naj zaklju¢im s citatom velikega ¢loveka Nikole Tesla: »Ko odras¢amo,
se nas razum krepi in postajamo Se bolj sistematicni in ustvarjalni. Vendar so ti prvi impulzi na prvi pogled
neproduktivni, najpomembnejsi trenutki, in lahko mocno oblikujejo nase usode.«

Viri
Zakelj, A. idr. (2011). Uéni naért, program osnovna Sola, Matematika. Ljubljana: ZRSS. https://www.gov.si/assets/ministrstva/MIZS/
Dokumenti/Osnovna-sola/Ucni-nacrti/obvezni/UN_matematika.pdf
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Drzavno Srecanje mladih raziskovalcev
Slovenije organizira Zveza za tehni¢no
kulturo Slovenije. Namen srecanja je c¢im
zgodnejse uvajanje mladih v znanost, po-
pularizacija znanosti in tehnike, odkriva-
nje nadarjenih ucencev in dijakov na po-
sameznih podro¢jih in njihovo spodbuja-
nje k poglabljanju znanja in raziskovalne
dejavnosti.

Na drzavno srecanje prispejo naloge, ki
so bile izbrane na regijskih srecanjih. Vse
prispele naloge z regijskih srec¢anj dobijo
na drzavnem izboru eno od priznanj.

V letu 2022 je potekalo Ze 56. drzavno sre-
¢anje v Murski Soboti.

Organizator je dobil v pregled 11 osnov-
noSolskih in 4 srednjeSolske naloge.
Med osnovnos$olskimi nalogami smo
izbrali 7 nalog za bronasto priznanje,
ostale so kandidirale za zlato oziroma
srebrno priznanje. Med srednjeSolskimi
nalogami je vsaka dobila ali zlato ali sre-
brno priznanje.

Naloge, ki so kandidirale za zlato oziroma
srebrno priznanje, so bile predstavljene
pred drZavno komisijo. Komisijo so sesta-
vljali izr. prof. dr. Dominik Benkovi¢, izr.
prof. dr. Marko Jakovac, doc. dr. Mateja
Grasi¢, asist. Simon Brezovnik in Borut
Jur¢i¢ Zlobec.

Komisija je izbrala 2 osnovnosolski in 2
srednjesolski nalogi za zlato priznanje,
ostale pa so dobile srebrno priznanje. Na-
loge, ki so dobile zlato priznanje, je komi-
sija razdelila v dve skupini. V prvi skupini
so bile naloge, za katere je komisija dolo-
¢ila, da so najboljse v svoji kategoriji.

Objavo rezultatov je narekoval predvsem
namen, da izpostavimo delo ucencev in
mentorjev, in pri¢akujemo, da bodo drugi
sledili njihovemu zgledu.

Pojdimo k nalogam. Teme nalog, ki so
bile predstavljene pred drzavno komisijo,
so bile geometrija (6 nalog),teorija iger (4
naloge), analiza (3 naloge) ter ena naloga
iz statistike in ena iz kombinatorike.

Anketnih nalog letos ni bilo. Naj kljub
temu ponovimo, da so anketne naloge
privlacne, ker ustrezajo napotkom or-
ganizatorjev, da je treba v raziskovalni
nalogi narediti nekaj izvirnega, kar pa v
matematiki ni tako lahko. Zato stalno po-
udarjamo, da taka inovativnost za mate-
mati¢ne naloge ni primerna. Tudi kako-
vost teh nalog je vprasljiva. Vprasljive so
tudi statisticne metode, ki jih uporabljajo.
Zato mentorjem priporocamo, da se ta-
kih tem izogibajo. Pri matemati¢nih raz-
iskovalnih nalogah je pomembno, da se
ucenci naucijo nekaj novega iz matema-
tike in da znajo to lepo predstaviti. Ce pa
jim uspe kaksen izviren problem opisati
matematicno in ga tako resiti, so dosegli
najvec, kar se od njih pric¢akuje.

Pri ocenjevanju nalog je komisija poleg
nalog ocenjevala tudi predstavitev.

Naloge smo uredili po wvrsti, najprej
osnovnosolski zlati nalogi, nato pa se sred-
njesolski. Na prvem mestu je naloga, ki jo
je komisija ocenila kot najboljso.

Pri srednjeSolskih nalogah je bila komisi-
ja v zadregi, ker sta bili obe nalogi vsaka
na svoj nacin izjemni. Ena je bila naloga
z naslovom Origamika, ki je v resnici po-
kazala inovativnost, druga pa je bila nalo-
ga Katje Vres, ki je bila tudi na svoj nacin
inovativna, vendar ni uporabljala tako
zahtevnega matemati¢nega orodja. Njena
predstavitev naloge je bila briljantna. Bila
je ena najboljsih v tridesetih letih, odkar
sodelujem pri ocenjevanju raziskovalnih
nalog.

Zlato priznanje so dobile stiri raziskoval-
ne naloge, dve osnovnosolski in dve sred-
njesolski:

Avtor: Gregor Bokal
Mentorja: Ambroz Demsar, Drago Bokal

Sola: Osnovna Sola Alojzija Sustarja,
Ljubljana-Sentvid

Avtorja: Jarnej Starcic, Martin Starcic
Mentor: MiSo Krog
Sola: Osnovna 3ola
Ljubljana

Miska Kranjca

Avtorji: Matic Kravos, Rene Turk, Aljaz
Velikonja

Mentor: Alojz Grahor

Sola: Skofijska gimnazija Vipava

Avtor: Kaja Vre§

Mentor: Domen Vres$

Somentor: Simona Vre$

Sola: Solski center Ravne na Koroskem,
Gimnazija Ravne na Koroskem

V igri Nim imamo na mizi doloceno ste-
vilo Zetonov in dva igralca. Igralca smeta
izmenoma vzeti enega ali dva Zetona. Ti-
sti, ki pobere zadnji Zeton, je porazenec.
Avtor se je odlo¢il, da bo iskanje optimal-
ne strategije prepustil ra¢unalniku.

Pri programiranju je uporabil metodo
spodbujevanega ucenja (anglesko reinfor-
cement learning).

V Wikipediji ob geslu Spodbujevano uce-
nje pise, da je to strojno ucenje, katerega
cilj je priuciti ali optimizirati vedenje na
podlagi povratne informacije. Spodbuje-
vani ucenec izbira moznosti, ki so mu v
dani situaciji na voljo. Ce se izkaze, da je
izbral moznost, ki ga je pripeljala do zma-
ge, je nagrajen, sicer pa kaznovan.

Zapi$imo skrajsani povzetek k nalogi, ki
ga je napisal avtor.

Z logicnim razmisljanjem lahko pridemo
do optimalne strategije. Kako pa bi do op-
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timalne strategije prisel racunalnik? Ra-
Cunalnik skozi odigrane igre s soigralcem
pridobiva znanje. Na hitrost ucenja vpliva
tudi izbor soigralca. Ce soigralec igra z
optimalno strategijo, se racunalnik hitreje
nauci. Ce pa soigralec igra nakljucno, ra-
Cunalnik potrebuje vec Casa, da razvije op-
timalno strategijo. Uporabili smo knjiznico
za spodbujevalno ucenje programskega je-
zika Python. Med igranjem si raunalnik
belezi, koliko Zetonov je vzel v danem pri-
meru. Ce je po koncu igre poraZen, zmanj-
$a verjetnost, da bi kasneje v enakem pri-
meru spet izbral to Stevilo Zetonov. Poleg
tega poveca verjetnost za potezo, ki je ni
izbral. Ce v igri zmaga, stori obratno. Ra-
Cunalnik si zapomni, koliko zetonov mora
vzeti pri danem §tevilu Zetonov na polju,
ki ga je ze srecal. Tega znanja ne zna po-
splositi.

Pa poglejmo, kaksna naj bi bila optimalna

strategija:

(1) Ce ostane na mizi le en Zeton, potem
je igra za tistega, ki je na vrsti, izgu-
bljena.

(2) Pri dveh Zetonih na mizi je igra za ti-
stega, ki je na vrsti, dobljena. Vzame
en Zeton in prepusti izgubljeni primer
soigralcu.

(3) Ce ostanejo na mizi trije Zetoni, po-
tem mora igralec, ki je na vrsti, vzeti
dva zetona. Tako ostane en Zeton za
soigralca.

(4) Pri stirih Zetonih je primer za soigral-
ca, ki je na vrsti, izgubljen. Ce vzame
en Zeton, prepusti soigralcu zmago-
valni primer, to so trije Zefoni, ce pa
pobere dva Zetona, potem ravno tako
prepusti soigralcu zmagovalni pri-
met, to sta dva Zetona.

(5) Splosno velja, da je igra v primeru, ko
imamo na mizi 3(n — 1) + 1 Zetonov,
za igralca, ki je na vrsti, izgubljena, ce
njegov partner uporablja optimalno
strategijo.

(6) Ce pa je na mizi (3(n — 1) + k) Zeto-
nov, kjer je k = 2, 3, potem bo igralec
zmagal, Ce vzame en Zeton za k = 2 in
dva Zetona za k = 3.

Nalogo bomo predstavili z njenim pov-
zetkom.

V nalogi sva raziskovala carobne platon-
ske poliedre: Rubikova kocka, pyraminx,
skwebdiamond, kilominx, dogic. To so me-
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Slika 1: Poliedri, opisani v nalogi (vir avtorja)

hanske matematicne uganke v obliki pra-
vilnih teles, ki so sestavljena iz ve¢ manjsih
delov, ki se vrtijo okrog nevidnega jedra.
Zakonitosti premikov in poloZajev sva opi-
sala v matematicnem jeziku. Glavni cilj pa
je bil najti algoritme, ki premesane ¢arob-
ne poliedre spet spravijo v prvotno stanje.
To je stanje, ko so na vsaki ploskvi vsi delci
enake barve. Domislila sva se tudi uporabe
¢arobnih poliedrov pri Sifriranju sporocil.

V nalogi so natanko opisani algoritmi za
sestavljanje teh teles in izracun vseh mo-
znih kombinacij. Vsega je prevec, da bi na
tem mestu natan¢neje opisali.

Z neoznacenim ravnilom in Sestilom lah-
ko reSimo kvadratno enacbo, medtem ko
s pregibanjem papirja lahko resimo tudi
enacbe tretje stopnje. Ker moramo pri tri-
sekeiji kota, to je delitev kota na tri enake
dele, resiti enacbo tretje stopnje, pomeni,
da lahko s pomo¢jo pregibanja papirja
razdelimo kot na tri enake dele, kot pri-
kazuje slika 2.

Ce poznamo k = tan(3«), potem x = tana
ustreza enacbi

X =3kx*-3x+k=0.

Enacébo dobimo iz zveze

3tana — tan® @

tan(3a) = 1 -3tan

Ve¢ o tem najdete na spletni strani
https://www.youtube.com/watch?v=IUC-
-8P0zXe8.

V povzetku naloge je zapisano:

V raziskovalni nalogi uporabljamo za re-
Sevanje geometrijskih problemov mate-
maticni origami. To je metoda, pri kateri
namesto neoznacenega ravnila in Sestila
konstruiramo geometrijske elemente s po-
mocjo prepogibanja papirja. V prvem delu
naloge obravnavamo problem delitve kota
na tri enake dele. Predstavimo Abejevo
in dve Justinovi metodi, ki opisujeta deli-
tev ostrega in topega kota. V drugem delu
opisemo metodo dvojnega pregibanja in z
njeno pomocjo razdelimo kot na pet enakih
delov (Langova metoda). Langovo metodo
kvintisekcije smo priredili tudi za trisekcijo
kota.

Pravila matemati¢nega origamija:

(1) Za dani razlicni tocki P, in P, obsta-
ja pregib, s katerim dobimo premico
skozi ti dve tocki.

(2) Za dani premici lahko poi$¢emo pre-

ey v

seci$ce, Ce obstaja.

(3) Za dani dve tocki P, in P, obstaja
pregib, ki tocko P, preslika v tocko
P, (tako dobimo simetralo daljice
(P, P)).

(4) Za dani dve razli¢ni premici [ in [,
obstaja pregib, ki premico [/, preslika
na premico [, (tako dobimo simetralo
kota, ki ga dolocata premici (I, L,)).


https://www.youtube.com/watch?v=IUC-8P0zXe8
https://www.youtube.com/watch?v=IUC-8P0zXe8
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(5) Za dano to¢ko P in premico [ lahko
naredimo pregib skozi tocko P pra-
vokotno na premico / (tako dobimo
pravokotnico na premico, ki poteka
skozi dano tocko).

(6) Za dani tocki P, in P, ter premici [,
in [, lahko naredimo pregib tako, da
se tocka P, preslika na premico [, in
tocka P, preslika na premico L.

Cilji naloge:
(1) Opisati znane konstrukcije delitve
kota na tri enake dele.

(2) Odkriti nove nacine delitve kota na
tri enake dele.

(3) Opisati Langovo konstrukcijo delitve
kota na pet enakih delov.

(4) Prouciti delitev kota na sedem enakih
delov.

Na Sliki 2 je prikazana konstrukcija tri-
sekcije ostrega kota, poleg tega pa imamo
e povezavo na spletno stran, kjer je ta
konstrukcija narejena v programu Geoge-
bra. Kot, ki ga bomo razdelili na tri enake
dele, ima vrh v koordinatnem izhodis$¢u.
En krak poteka po osi x, drugi krak pa je
oznacen s poudarjeno posevno daljico v
¢rni barvi. NariSemo dve premici, vzpo-
redni z osjo x. Medsebojni razdalji premic
in spodnje premice z osjo x sta enaki. Pa-
pir prepognemo tako, da se koordinatno
izhodi$c¢e preslika na spodnjo premico,
ti dve tocki sta oznaceni z zeleno barvo.
Hkrati pa se mora preseci$ce zgornje pre-
mice z osjo y preslikati na krak kota. To¢-
ki sta oznaceni rdece. Prepogib je oznacen
z modro ¢rtkano érto. Kako narisemo pre-
mici, ki dolocata trisekcijo kota, je razvi-
dno s slike.

Zapis Stevila je palindrom, Ce se stevke v
zapisu berejo enako naprej kot nazaj. To
pomeni, da so v njegovem zapisu stevke
razporejene simetricno (prva stevka je
enaka zadnji, druga stevka je enaka pred-
zadnji itd). Lahko ga zapiSemo kot:

aa,a,..|..aaa,.

Poglejmo povzetek k nalogi.

Kvadratni palindrom je $tevilo, za katero
velja, da drugo $tevilo s Stevkami v obra-
tnem vrstnem redu nima vodilnih nicel.
Poleg tega velja enako za njuna kvadrata;
torej ima kvadrat prvega $tevila $tevke v
obratnem vrstnem redu kot kvadrat dru-
gega $tevila. V tej raziskovalni nalogi razi-
skujemo, kaksni so pogoji, da je zapis Stevi-
la kvadratni palindrom. S pomocjo Micro-
soft Excela smo poiskali nekaj primerov
kvadratnih palindromov in jih nato opazo-

#!/usr/bin/env python3

def inv_order(n):
# Pretvori Stevilo v niz znakov ($tevk)

Slika 2: Prikaz trisekcije ostrega kota
(vir Borut Jurcic Zlobec, Geogebra)
https://www.geogebra.org/m/
zykratk2

vali. Ugotovili smo, da jih sestavljajo samo
Stevke 0, 1, 2 in 3. V nadaljevanju dokaZe-
mo, da kvadratni palindrom ne more vse-
bovati nobene druge $tevke in da ne sme
prihajati do prenosa enote pri kvadriranju
Stevila. To dokazemo s pomocjo kongruenc
in matematicne indukcije. Iz tega zakljuci-
mo, da je v kvadratnem palindromu lahko
najvec ena $tevka enaka 3 in, da $tevki 2
in 3 ne moreta nastopati skupaj. Ugotovili
smo tudi, da $tevka 3 ne sme biti na sredini
zapisa Stevila, ki ga kvadriramo. Prav tako
pokazemo ,da lahko enako obravnavamo
tudi kvadratne palindrome, ki imajo raz-
licno §tevilo Stevk; torej ima eno Stevilo
na koncu vsaj eno $tevko enako 0, vendar
zanje ne velja ugotovitev, da $tevka 3 ni na
srednjem mestu.

Delo nam olajsa bolj nabruseno orodje.
Program, ki naredi vse potrebno, zapisan
v jeziku Python.

# obrne vrstni red v nizu in ga pretvori nazaj v stevilo

return int(str(n)[:-1])

def gpalin(n):

m = inv_order(n) # Stevke v obratnem vrstnem redu
nn = n**2 # Kvadriramo $tevili m in n

mm = m**2

mm = inv_order(mm)
return nn - mm

#V Stevilu mm obrnemo vrstni red Stevk
# Ce sta obe $tevili enaki

# je Stevilo n kvadratni palindrom

if name ==' main_ "
n = int(input('n --> "))
print(gpalin(n))
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V projektu Naravoslovna in matema-

ticna pismenost: spodbujanje kritic-

nega misljenja in reSevanja problemov

(NA-MA POTI - NAravoslovje, MAte-

matika, Pismenost, Opolnomocenje,

Tehnologija, Interaktivnost) je deloval

Razvojni tim za matemati¢no pismenost,

katerega ¢lani so v ¢asu projekta:

o opravili pregled in $tudij strokovne li-
terature na podrocju razvijanja mate-
maticne pismenosti,

o zapisali opredelitev matemati¢ne pi-
smenosti za slovenski $olski prostor,

o opredelili gradnike in podgradnike
skupaj z opisniki na petih razvojnih
stopnjah,

o nacrtovali in preizkusali primere de-
javnosti najprej za razvijanje prvega in
kasneje za razvijanje drugega gradnika
matemati¢ne pismenosti ter jih dopol-
njevali in nadgrajevali.

Rezultat vsega razvojnega dela so teore-
ticna izhodiS¢a za poucevanje matema-
ti¢ne pismenosti v naSem izobrazevalnem
prostoru ter preizkuseni in dopolnjeni
primeri prakse za razvoj matemati¢ne pi-
smenosti na posamezni razvojni stopnji
od vrtca do srednje $ole.

Osnovna opredelitev matemati¢ne pi-
smenosti v projektu NA-MA POTI sloni
na definiciji matemati¢ne pismenosti iz
mednarodne raziskave PISA 2018 (OECD
PISA 2018, 2019):
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Temeljna gradnika matemati¢ne pisme-
nosti, opredeljena v projektu NA-MA
POT], sta:

+ matematicno misljenje, razumevanje
in uporaba matemati¢nih pojmov, po-
stopkov ter strategij, sporocanje kot
osnova matematicne pismenosti,

« re$evanje problemov v raznolikih kon-
tekstih (osebni, druzbeni, strokovni in
znanstveni), ki omogoc¢ajo matematic-

no obravnavo.

Matematiéna
pismenost

Opredeldes In gradniki

https://www.zrss.si/pdf/Matematicna_pisme-
nost_gradniki.pdf

Priro¢nik Razvijamo matemati¢no pi-
smenost je sinteza nasega dela in naj kot
gradivo s teoreti¢nimi izhodis¢i za razvoj
matemati¢ne pismenosti in ozaveScanje
znanj, ki jih razvija matematika kot pred-
met skozi u¢ne nacrte, prispeva k razvo-
ju pismenosti u¢encev. Uporabite ga kot
pripomocek za razumevanje opredeljenih
znanj po podgradnikih in opisnikih ma-
temati¢ne pismenosti po vertikali.

Razvijamo
matematicno
pismenost

Cpredelitn matsmaliine prmancsti

https://www.zrss.si/pdf/Razvijamo_matema-
ticno_pismenost.pdf

Vec o razvijanju matemati¢ne pismenosti
v naSem $olskem prostoru bomo objavili
v eni od naslednjih $tevilk revije Matema-
tika v $oli.

Vsa objavljena gradiva v projektu so na
spletni strani: https://www.zrss.si/digital-
na-bralnica/na-ma-poti/. Vabljeni k bra-
nju in izmenjavi dobrih praks.

Kot primer za razvijanje 2. gradnika ma-
temati¢ne pismenosti sledi izvedena de-
javnost Ugotavljanje modela za vi$ino
cloveka glede na velikost cevljev. Dejav-
nost je predstavljena v priro¢niku Kriti¢-
no misljenje pri naravoslovju in matemati-
ki, Prirocnik za strokovne delavce v vrtcih
in Solah, kjer je poudarjen tudi vidik raz-
vijanja kriti¢nega misljena.


https://www.zrss.si/pdf/Matematicna_pismenost_gradniki.pdf
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Ugotavljanje modela za viSino ¢loveka
glede na velikost ¢evljev’

Jerneja Bone, Zavod RS za Solstvo

Modeliranje je dejavnost, s katero se ucenci posredno srecujejo v Zivljenju, neposredno pa se z njo seznani-
jo pri pouku. Ob resevanju problemov z modeliranjem ucenci prepletajo matemati¢no znanje z ves¢inami,
ki jim pridejo prav v ostalih okolis¢inah in tudi pri drugih predmetih (zbiranje podatkov, iskanje virov, siste-
mati¢no belezenje, prevajanje vsakdanje situacije v matematicno okolje ...).

Iskanje primerov iz vsakdanjega Zivljenja, ki so primerni za modeliranje, ni enostavno. Lazje je, da v razredu,
pri pouku, uporabimo primer, ki ga je Ze nekdo preizkusil. Zato smo pri izvedbi dejavnosti z uciteljicama
izhajali iz primera, ki smo ga nasli v strokovnem prispevku, in ga pripravili za u¢ence, hkrati pa smo stremeli
k temu, da je primer primeren za razlicne razrede, za ucence z razlicnim matemati¢nim predznanjem.

Pri izvedbi iste dejavnosti v razlicnih razredih (od 6. do 9. razreda) smo Zeleli ugotoviti, kakSne nacine in
poti reSevanja problema bodo poiskali uc¢enci. Predvideli smo, da bodo dejavnost izvedli v eni Solski uri,
moznost pa je, da se dejavnost s predstavitvijo resitev in konstruktivno razpravo izvede v dveh strnjenih
Solskih urah.

Z dejavnostjo smo sledili naslednjim vsebinskim in procesnim ciljem.

Ucenec:

e opredeli matemati¢ni problem v dani realni situaciji,

* poisce potrebne podatke, razloZiti dogajanje v problemu, napovedati druga dogajanja,
e predstavi problemsko situacijo,

e predstavi nacin reSevanja,

* s svojimi besedami opiSe model,

e preizkusa model v podobni situaciji.

Ucenci lahko uporabljajo pri reSevanju Zepno racunalo oz. drugo digitalno tehnologijo (racunalnik), upora-
bijo lahko milimetrski papir, razlicne merilne inStrumente ali iS¢ejo relevantne podatke po spletnih in dru-
gih virih, kjer jih opozorimo na navajanje uporabljenih virov. Za reSevanje problema uporabi matemati¢no
znanje, ki ga je pridobil, npr. racunanje z decimalnimi Stevili, razmerja, pretvarjanje koli¢in (dolzina).

Z dejavnostjo smo stremeli k razvijanju drugega gradnika matematic¢ne pismenosti (MP 2).

Bolj smo se posvetili razvijanju naslednjih podgradnikov in njihovih opisnikov:

a) prepozna, da bo dano situacijo lahko matemati¢no modeliral

b) opise Zivljenjski problem (npr. osebni, druzbeni, strokovni) v matemati¢cnem jeziku

c) prepozna koli¢ine, matemati¢ne pojme in odnose v obravnavani situaciji in odlo¢a o njihovi
relevantnosti

e) predstavi situacijo z matemati¢nimi sredstvi in oblikuje problemska vprasanja v matematicnem
kontekstu

1 Clanek je prirejen po prispevku: Bone, J. in Star¢i¢, T. (2022). Ugotavljanje modela za vi$ino ¢loveka glede na velikost ¢evljev. V
Suban, M. in Rupnik Vec, T. (ur.) Kriticno misljenje pri naravoslovju in matematiki. Prirocnik za strokovne delavce v vrtcih in Solah.
Ljubljana: ZRSS. Dostopno na: www.zrss.si/pdf/Kriticno_mislenje_prirocnik.pdf
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a) pri nacrtovanju modela opredeli spremenljivke, formulira predpostavke in navede omejitve
modela

b) izbere ustrezno zvrst modela (empiri¢ni, simulacijski, teoreti¢ni, algoritmi¢ni itd.) glede na
dano situacijo

c) prepozna in zapisSe odnose med izbranimi spremenljivkami oziroma predlaga matemati¢no
strukturo za dano situacijo (npr. funkcijski predpis, graf, linearna enacba, sistem linearnih
enach, diagram, preglednica, geometrijski objekt, slika, opisno ali kako drugace)

d) priizdelavi modela uporablja ustrezna matemati¢na in tehnoloska orodja

a) opise dane in lastne modele z razli¢nimi matemati¢nimi reprezentacijami

b) uporablja dane in lastne modele

c) razlozi model in uposteva znacilnosti konteksta (ustrezne enote, natancnost, zaokrozevanje)

d) pri uporabi modela se posluzuje tehnoloskih orodij (racunalo, racunalniSke preglednice, razni
programi, spletne aplikacije itd.)

f) interpretira matematicne resitve (izracune, dobljene z modelom) v kontekstu

a) obravnava ustreznost (smiselnost, pravilnost, natancnost) modela v razli¢nih okoliS¢inah (npr.
obravnava mej, obravnava predpostavk, zanemarjenih kolicin)
d) primerja razlicne modele (npr. glede na to¢nost, obseg uporabnosti, zahtevnost uporabe)

Avtorica: Vzgojno-izobraZevalni zavod: Podrocje predmet: Razred:
Jerneja Bone 0S Danila Lokarja Ajdovécina MATEMATIKA 7.,8.in 9. razred
Ucni sklop: Matemati¢ni problemi in problemi z Zivljenjskimi situacijami Trajanje: 1-2 Solski uri

Naslov dejavnosti: Ugotavljanje modela za visino ¢loveka glede na velikost Cevljev

Vkljuéeni (pod)gradniki MP:
MP 2.2
Obravnava situacije z matemati¢cnem modeliranjem

Operativni cilji dejavnosti:

Ucenci znajo:

« opredeliti matematicni problem v dani realni situaciji

* poiskati potrebne podatke, razloZiti dogajanje v problemu, napovedati druga dogajanja
* predstaviti problemsko situacijo

e predstaviti nacin resevanja

* s svojimi besedami opisati model

e preizkusati model v podobni situaciji

58



Matematika v 30li, 5t. 2., letnik 28, 2022

NOVICE

Aktivnost ucencev

Ucenci so razdeljeni v heterogene skupine
po 3 ali 4 ¢lane.

Razgovor o temi: velikost cevljev
Ucenci opisejo, kaj vedo o velikosti Cevljev
— dolZini stopala.

Realisticna situacija
Po Guinnessovi knjigi rekordov (2002) so

najvecji ¢evlji dolgi 5,29 m in Siroki 2,37 m.

Ucenci zastavljajo vprasanja. (Kaj nas
zanima?)

Izbor klju¢nega vprasanja.

Priblizno kako visok bi bil velikan, ki bi
obul te cevlje?

Oblikovanje modela in njegova uporaba
na velikanovih cevljih

Oblikujejo predpostavke.

Ucenci iz predpostavk sklepajo na
potrebne podatke. Poiscejo podatke, ki jih
potrebujejo za reSevanje problema.

Ucenci iSCejo in zapisujejo mozne resitve.
Svoja razmisljanja riSejo, pisejo, racunajo.

Predstavijo resitev.

Interpretacija modela

Pri katerih modelih smo dobili podobne
velikosti velikana?

V ¢em so si modeli podobni, v em
razlicni?

Ali so modeli uporabni/prenosljivi? Kje?
Kako?

Podgradnik
MpP

MP2.2.1
a), b), ¢)

MP 2.2.1
e)

MP 2.2.2
a), b), c), d)

MP2.2.3
b), ¢), d)

MP 2.2.4
a), d)

Vloga ucitelja

Ucitelj vodi razgovor o velikosti
Cevljev: Katero velikost Cevljev
ima Luka Donci¢?

KolikSna je dolzina vaSega
stopala?

Ucitelj spodbudi ucence,
da razmisljajo o moznih
vprasanjih, ki jih to dejstvo
predstavlja.

Ucitelj usmerja/podpira
ucence.

Ce uéendi izrazijo, da
potrebujejo dolocen
pripomocek, jim ga da.

Vodi pogovor o predstavljenih
modelih.

Ucitelj vodi pogovor.

Pri¢akovani rezultati/dokazila

Zapisi, kaj Zze vedo o velikosti
cevljev (na ucnih listih).

Zapisi vprasanj na tablo.

Opisujejo situacijo, predlagajo
mozZne resitve.
Zapisi na ucne liste.

Predstavitve modelov — resitev
(zapisi na folije pisi-brisi).

Zapisi modelov — resitev.
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. Podgradnik v 1 .y . . .
Aktivnost ucencev gNP Vloga ucitelja Pri¢akovani rezultati/dokazila
Refleksija MP 1.3 Ucencem razdeli ucne liste Zapisi na ucnih listih.
Uéenci odgovorijo v povedih na c) in jim pojasni, kaj od njih
zastavljena vprasanja na delovnih listih. pricakuje.

Ucitelj u¢encem poda povratno
informacijo o znanju.

Pripravljeni racunalniki/tablice s povezavo na splet.
Priprava Zepnih racunal.
Priprava milimetrskega papirja, karo papirja.

Priprava razlicnih metrov.

Viryent, A. (2017). Najvedji ¢evlji na svetu. Dostopno na: https://viryent.com/blog-sl/najvecji-cevlji-na-svetu/.

World’s Largest Shoes. Dostopno na: https://www.atlasobscura.com/places/world-s-largest-shoes.

Blum, W.,, Ferri, R. B. (2009). Mathematical Modelling: Can It Be Taught And Learnt?. Journal of Mathematical Modelling and
Application, 1 (1), 45-58.

Sirnik, M., Vrsic, V., Magajna, Z., Hodnik, T., Stopar, N., Pustavrh, S., Vres, S., Kreti¢ Mamic, V., Ternar, V., Angelov Troha, K., Zadel, V.,
Lipovec, A., Zakelj, A., Klemengi¢, E., Fras Bero, F. (2022). Matemati¢na pismenost. Opredelitev in gradniki. Ljubljana: Zavod RS za
Solstvo. https://www.zrss.si/pdf/Matematicna_pismenost_gradniki.pdf
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Najvecji cevlji
V Sportnem centru v Marikini na Filipinih imajo shranjen najvedji par ¢evljev na svetu. Po Guinnessovi knjigi rekordov

(2002) so dolgi 5,29 m in Siroki 2,37 m.

Priblizno kako visok bi bil velikan, ki bi lahko obul te cevlje?

Pri reevanju naloge lahko uporabite epno racunalo in racunalnik s povezavo na splet. Ce boste potrebovali $e kak$ne
druge pripomocke, vprasajte uciteljico. Zapisujte vse korake reSevanja.

Pojasnite potek resevanja oz. resitev, ki jo boste predstavili.

b T

oy

Refleksija po reSevanju:

1. Kaksna se ti je zdela naloga?

2. Kaj ti je uspelo (dobro $lo) pri resevanju naloge?

3. Kaj ti je bilo pri reSevanju naloge najtezje, kje si imel najvec tezav?

4. Alisi Se Zelis reSevati podobne naloge? Zakaj?

5. Katero matematicno znanje si uporabil pri reSevanju naloge?

~
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valvacija, refleksija uéiteljice

-

\

Naloga je primerna za uvajanje ucencev v reSevanje tovrstnih problemov — modeliranja. Ker uéenci niso
imeli izkusenj z reSevanjem tovrstnih nalog, smo se na zaCetku pogovorili o dolZini stopal, velikosti ¢evlja
in jim takoj predstavili nalogo oz. vprasanje. V naslednjih izvedbah jim ne bomo takoj ponudili tablic,
ampak bomo pustili, da sami izrazijo potrebo po dolocenih pripomockih, ki jim bodo vidni na mizi v
ucilnici.

Ucenci so takoj zaceli iskati po spletu, iskanje ni bilo usmerjeno.

efleksija uéencev

Ucenci so zapisali, da se jim je zdela naloga zanimiva; da so delali v skupini in z racunalniki.

Zabavna in drugaéna, s&\) si moval razmi§ba‘ti ven iz okvir\)a in ni samoumevno kakien

bo odgovor.

Dobro so se ocenili pri iskanju zacetnih podatkih.
1. Kaj ti je uspelo (dobro §lo) pri reSevanju naloge?

lskan\')e Voda{:kov in delo v sku?ini-

Tezko jim je bilo, kako zaceti resevati nalogo.

Zapisali so, da so pri reSevanju uporabili (razli¢ni uéenci so razlicno zapisali): mnoZenje, premo sorazmerje,
krizni racun, seStevanje in odStevanje, pretvarjanje enot.

2. Kaj ti je uspelo (dobro §lo) pri reSevanju naloge?

Ugotovili smo, da telo ni sorazmerno s stopalom.



Matematika v 3oli, &t. 2., letnik 28, 2022 NOVICE

Prilozeni dokazi, izdelki uéencev

1. skupina
. 1y sy
Skupina je na spletu nasla podatek, da ima 250 cm visok ¢lovek .ﬂ@m .1.&5'3 » BB
stopalo dolgo 38 cm. Izracunali so koli¢nik med visino ¢loveka
in dolZino stopala. Dobljeni koli¢nik so potem pomnozili z
dolzino velikanovega Cevlja in dobili velikost velikana.

o
3 1393 5390

Ucenci si niso shranili spletne strani, kjer so podatek o velikosti
cloveka (250 cm) dobili. Opomnili smo jih na delo z viri.

2. skupina

Ucenci so izmerili viSino enega od soSolcev in dolZino
njegovega stopala. Koli¢nik, ki so ga dobili, so pomnozili z
dolZino velikanovega Cevlja. Dobili so podoben rezultat kot
prva skupina.

-
Preverili so svoj model tako, da so izmerili viSino drugega H.— 6'-55
soSolca in dolzino njegovega stopala, in dobili so enak koli¢nik. i
g y I .&Eﬁ.j‘?l:}f
Ko pa so to storili pri tretjem soSolcu, kolicnik ni bil enak. i Lt
Preseneceni so bili, da resitev ni enoli¢na. . B il ‘ |
[LELJ;{H{ {ymitava ¥
q_llﬂ
t M g s #':#“
[ A~
3. skupina

Skupina je na spletu nasla podatek, da bi bil tak velikan velik
40 metrov (niso si shranili spletnega mesta — opozorilo na delo
z viri). Potem pa so hoteli iz resitve sklepati na pot reSevanja.

Na spletu so potem nasli podatek, da je pri obutvi s sStevilko
40 stopalo dolgo 25,5 cm. Nato so izracunali, kolikSna bi bila
Stevilka ¢evlja velikana. Tu se jim je reSevanje v ¢asu, ki jim je
bilo namenjeno, ustavilo.
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