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Fakulteta za elektrotehniko Univerze v Ljubljani

V letu 2017 je potekalo ze 51. drzavno
sre¢anje mladih raziskovalcev v Murski
Soboti. Na kon¢nem izboru za srebrna in
zlata priznanja je bilo pred komisijo preds-
tavljenih 12 raziskovalnih nalog. Komisi-
jo so sestavljali Polona Repolusk, Mateja
Grasi¢, Dominik Benkovi¢ in Borut Jurci¢
Zlobec.

Iz prvega kroga je prispelo osemnajst na-
log. Komisija je izbrala dvanajst nalog za
srebrna in zlata priznanja. Te naloge so
bile tudi predstavljene pred komisijo. Na
koncu je komisija dolo¢ila osem nalog za
srebrno priznanje, $tiri naloge pa so dobi-
le zlato priznanje. Predstavljene naloge so
bile naslednje:

Osnovne $ole:

1. ZLATO : Nino Djor-
djevi¢ in Miha Mlinari¢, mentor Jozef Se-
nekovi¢, Osnovna $ola Bojana Ilicha Ma-
ribor 2.

2. ZLATO

: Tilen Komel, Bor Krizaj in Dominik
Ursi¢, mentorica Lucija Filipéi¢ Krizaj,
Osnovna $ola Komen.

3. SREBRNO :
Julija Vidmar in Lara Perko, mentor Jozef
Senekovi¢, Osnovna $ola Bojana Ilicha
Maribor.

4. SREBRNO : Jure Vir-
ti¢ in Metka Supej, mentor Jozef Seneko-
vi¢, Osnovna Sola Bojana Ilicha Maribor.

5. SREBRNO : Lea
Strni$a in Lara Stegnar, mentorica Alenka
Repnik, Osnovna Sola Borcev za severno
mejo Maribor.

6. SREBRNO : Lara
Vidic in Ziva Jan¢ar Bauman, mentorica
dr. Lucija Zeljko, Osnovna $ola Sostro.

dr. Borut Jurcic¢ Zlobec

Srednje Sole:

1. ZLATO

: Martina Lokar in Tjasa Vali¢,
mentor mag. Alojz Grahor, Skofijska gim-
nazija Vipava.

2. ZLATO : NeZa Divjak
in Miha Salamun, mentorja Renata Hvala
in doc. dr. Bojan Hvala, Prva gimnazija
Maribor.

3. SREBRNO : Jernej Grlj, men-
tor Jaka Smrekar, Zavod sv. Stanislava za
vzgojo, izobrazevanje in kulturne dejav-
nosti.

4. SREBRNO : Jaka
Bezjak, mentorica Simona Kokol, Gimna-
zija Ptuj.

5.SREBRNO

: David Mikek,
mentor Nedeljko Grabant, Solski center
Velenje, Elektro in ra¢unalniska $ola.

6. SREBRNO

: Tjasa Gasperi¢, Rok Gornik
in Zala Kogoj, mentorja Benjamin Toma-
zi¢ in Matjaz Krnc, Zavod sv. Franciska
Saleskega za vzgojo, izobraZzevanje in kul-
turne dejavnosti.

Prevladovale so naloge z geometrijsko te-
matiko.

Predstavljenih je bilo sedem nalog iz geo-
metrije, dve iz algebre, ena racunalniska,
ena kombinatori¢na in ena statisti¢na.

1. Ponovila se je zgodba iz lanskega leta.
Naloga Kako lahko razdelimo trikotnik
je sicer dobila zlato priznanje, vendar
pa bi lahko bila z malo truda, ali bol-
je receno, z veliko manj truda, kot je
bilo vanjo vlozenega, bolj prepriclji-

va in strokovna. Avtorji so posplosili
so izbrane tocke na stranicah trikotni-
ka povezali z nasprotnim ogli$¢em in
ugotavljali, v kaksnem razmerju mo-
rajo dane tocke deliti stranice, da se
bodo na koncu zveznice sekale v eni
sami toc¢ki. Pri tem so avtorji pokazali,
da obvladajo vektorski racun. Glede
na to, da je naloga osnovnosolska, je
to pomenljivo. Pri izra¢unih v nalogi
so si pomagali s sistemom Mathema-
tica. Obvladanje vektorskega racuna
in sistema Mathematica jim bo v na-
daljnjem Solanju v veliko pomo¢, zato
lahko re¢emo, da je raziskovalna na-
loga v polni meri dosegla svoj namen.
Vendar pa bi lahko bil izra¢un pogoja,
da se tri zgoraj omenjene zveznice sre-
¢ajo v eni tocki, mnogo krajsi in bolj
poucen kot pa tisti, ki je bil narejen v
nalogi. V trikotniku lahko posplosimo
tezid¢nice tako, da oglisc¢a trikotni-
ka obtezimo z razli¢nimi utezmi. Ce
so vse tri utezi enake, potem dobimo
obicajno tezis¢e trikotnika. Posplose-
ne tezid¢nice dobimo tako, da razdeli-
mo stranice v razmerju utezi v njenih
eni tocki, to je v tezi$¢u sistema, kot
prikazuje naslednja slika. Vzemimo,
da je vsota mas enaka 1.

Naj omenimo $e nalogo Plosc¢ine malo
drugace, ki bi bila lahko z matemati¢-
nega vidika $e bolj kakovostna.

.V predstavljenih raziskovalnih nalo-

gah se je Ze veckrat pojavil Pickardov
izrek. To je izrek, ki nam pove, kako
se lahko izracuna plo$cina veckotnika
s prestevanjem mreznih tock, v katere
je lik v¢rtan.

Dana je pravokotna mreza tock. Vze-
mimo, da tiri sosednje tocke tvorijo
oglis¢a kvadrata plos¢ine 1. Veckot-
nik je vértan tako, da se vsa oglis¢a
nahajajo v tockah mreze. Na sliki je
oznacen Sestkotnik, njemu ocrtani

57



NOVICE

Matematika v 3oli, §t. 2., letnik 23, 2017

ma+mp+me=1

@ 7 ame

me

b 4

. MATA + Mmpre + Mo

T

58

Tr=

my+mpg+ me

pravokotnik in trikotnik, ki je nastal s
prepolovitvijo pravokotnika po eni od
diagonal.

Pickardov izrek pravi, da je plos¢ina
lika enaka P = a + b/2 - 1, kjer je a
$tevilo notranjih tock v liku, medtem
ko je b enako $tevilu tock, ki lezijo na
robu (na stranicah in v ogli$¢ih) mno-
gokotnika. V nasem primeru je plos-
¢ina pravokotnika enaka
P=10-8=80=63+36/2-1,
plos¢ina trikotnika je
P=80/2=40=31+20/2-1

in plos¢ina Sestkotnika enaka
P=44-9/2-1=47,5enot.

V nalogi je korektno izpeljana formu-
la le za pravokotnik.

Za splo$nejsi veckotnik pa ni izpelja-
na. Hitro se vidi, da formula velja za
pravokotni trikotnik, ki je polovica
pravokotnika. Nato jo takoj posplosi-
mo za pravokotni trapez, ki je sestav-
ljen iz pravokotnika in pravokotnega
trikotnika. Natan¢no izpeljavo prepus-
¢am bralcem za vajo.

V raziskovalni nalogi je bilo receno,
da sta avtorici oblikovali tudi like, ka-
terih plos¢ine nista znali izracunati po
formuli, ampak sta jo dolo¢ili le s po-
mocdjo Stetja kvadratkov.
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Tu sta bili nadobudni u¢enki prikraj-
$ani za ¢udovito preprosto formulo, s
pomocjo katere se da izracunati plos-
¢ina poljubnega veckotnika. Formula
je napisana v sliki znotraj $estkotnika.

V nalogi najdemo $e dve nerodnosti.
Ko sta ra¢unali plos¢ino likov z luk-
njami, ki se med seboj ne dotikajo, sta
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empiriéno ugotovili, da je plos¢ina
enaka P=a + b/2 + (n- 1), Kjer je n
$tevilo lukenj. Dokaz je ¢isto preprost.
Vzamemo lik, ignoriramo luknje in
izratunamo plos¢ino s pomocjo Pic-
kardovega izreka. Nato pa za vsako
luknjo enako dolo¢imo plo$¢ino in
jih odstejemo od osnovnega lika. Sle-
dimo natan¢no, kako se spreminjajo
notranje tocke v robne tocke konc¢ne-
ga lika.

P=a+b2-1-(a,+b/2-1)-..
w—(a+b/2-1)=a+b/2+(n-1)

a=a-a,-..-a-b-..-b,b=
=b+b+..b.

Druga nerodnost je v primeru ses-
tavljenih likov, ki se stikajo v enem
oglis¢u.

Takoj se vidi, brez empiri¢nih izracu-
nov, ki so bili narejeni, kako obravna-
vati ogli§¢a, ki so skupna ve¢ delom.
Sestavne dele obravnavamo loceno in
na koncu sestejemo ploscine.

. Naslednja stvar, na katero sem Ze vec-

krat opozoril, izvira iz navodil, kako
mora biti sestavljena raziskovalna na-
loga in kaj lo¢i raziskovalno nalogo od
seminarske. Navodila so za naloge iz
matematike popolnoma neuporabna.
Zaradi upostevanja teh navodil se raz-
iskovalci in mentorji v¢asih znajdejo
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v malodane sme$nih situacijah. V na-
vodilih piSe, da morajo raziskovalci
napisati hipoteze, ki naj bi jih njihova
raziskovalna naloga ovrgla oziroma
potrdila. V matematiki se rece, da bo-
mo v nalogi izpeljali dokaz Pickovega
izreka, ne pa da zapiSemo med hipote-
ze, da predpostavimo, da Pickov izrek
velja. Seveda velja, saj ga je Adolf Josef
Pick dokazal Ze pred 120 leti. Hipote-
ze in njihovo preverjanje pa naravnost
spodbujajo anketne raziskovalne na-
loge, ki so v matematiki nezazelene.
Skoraj vsako leto pride nekaj takih
nalog, kljub na$im naporom nas na
lokalnih izborih ne upostevajo.

Naj omenimo $e dva primera bolj ali
manj posrecenih hipotez, ki smo jih
nasli v nalogah:

a. Predpostavljam, da Pitagorovega
izreka ni izumil Pitagora, temve¢
ena od prejsnjih civilizacij.

b. Predpostavljam, da se je dedek od-
lo¢il napisati ¢lanek o tej temi, ker
se je zelo zanimal za zgodovino.

Seveda pa se glavna pripomba tice
anketnih nalog. Praviloma so nekako-
vostne, kar se tice statisti¢nih obdelav,
kar je tudi razumljivo glede na pred-
znanje, ki ga imajo avtorji, in matema-
ticno nezanimive. Naj omenimo eno
od ponesrecenih anketnih vprasanj v
eni od nalog.

Vprasanje: Kje se pri matematiki sre-
¢ujemo z neskonc¢nostjo?

Izbira odgovorov:

1. Aritmetika

. Geometrija

. Nikjer v matematiki

. Aritmetika, geometrija
Aritmetika, geometrija, nikjer v
matematiki

G W N

Primer ne potrebuje komentarja.

Predstavimo nalogo s povzetkom in
zaklju¢kom.

Vemo, da lahko v kvadrat vértamo krog
tako, da se dotika vseh stranic kvadra-
ta. Primer takega problema je razpore-
ditev plocevink, kjer plocevinke z okrog-
lim dnom razporedimo tako, da je

ploscina ploskve, na kateri stojijo, ¢im
manjsa. V raziskovalni nalogi nas je
zanimalo, kako v enakostranicni trikot-
nik in kvadrat vértamo en krog in vec.
Pritem morajo biti polmeri vseh krogov
enaki. Kaksna je razporeditev krogov in
polmeri krogov v odvisnosti od dolZine
stranice enakostranicnega trikotnika in
kvadrata, da pokrijejo najvecjo mozno
ploscino izbranega lika? Ta problem se
imenuje pakiranje krogov, v angles¢ini
circle packing.

V raziskovalni nalogi smo v kvadrat in
enakostranicni trikotnik vcrtali skladne
kroge z najvecjim moznim polmerom.
Raziskali smo moznosti glede na stevi-
lo in razporeditev krogov. Krogi so se v
vecini primerov dotikali med seboj ali
s stranicami kvadrata oziroma enako-
stranicnega trikotnika. Za enakostra-
nicni trikotnik smo ugotovili, ce vanj
vértamo trikotnisko Stevilo (1, 3, 6, 10,
15 ...) krogov, polmer kroga izrazimo z
dolZino stranice trikotnika, kjer n preds-
tavlja zaporedno trikotnisko Stevilo.

V trikotnik lahko virtamo tudi druga
stevila krogov, kot so samo trikotniska
Stevila (recimo Stiri ali sedem krogov).
Ce pa v trikotnik vértamo en krog
manj, kot je poljubno trikotnisko Stevi-
lo, vedno ostane prostor Se za dodaten
enako velik krog.

V nalogi je bilo uporabljeno orodje
GeoGebra. Avtorja sta naredila mno-
go slik in izra¢unov. Naloga je obli-
kovno zelo skrbno narejena.

Predstavimo nalogo z njenim povzet-
kom.

Znano je, da se tezisCnice v trikotniku
delijo v razmerju 2 : 1. Raziskovali smo,
v kaksnem razmerju se delijo daljice, Ce
stranic trikotnika ne razdelimo na dva,
pac pa na tri ali ve¢ enakih delov. Ugo-
tavljali smo tudi, v kaksnem razmerju
moramo razdeliti stranice, da se daljice
iz vseh treh oglisc sekajo v eni tocki.

Pri risanju z GeoGebro smo opazili za-
nimivo lastnost: ce poveujemo Stevilo
daljic v trikotniku, se ne povecuje ved-
no tudi stevilo njihovih presecisc. Po-
dobno velja tudi za Stevilo vseh likov,
na katere te daljice razdelijo zacetni
trikotnik. Iskanje razloga za to lastnost
nas je pripeljalo do splosnega pravila za

Stevilo vseh presecisc in likov v trikotni-
ku. Ko smo zeleli to pravilo uporabiti
pri velikem stevilu daljic, se je izkazalo,
da zahteva veliko racunanja, zato smo
si pomagali s sistemom Mathematica.

Ceprav smo sprva Zeleli raziskovati
daljice le v trikotniku, smo na koncu
zaceli razmidljati SirSe in ugotavljati
pravila tudi za $tevilo presecis¢ in li-
kov v poljubnih ve¢kotnikih.

V povzetku naloge je zapisano:

V' nalogi obravnavamo Catalanova
stevila. Svicarski matematik Leonhard
Euler je raziskal problem, na koliko
nacinov lahko razdelimo konveksni
veckotnik na trikotnike z nesekajocimi
se diagonalami: trikotnik na en nacin,
Stirikotnik na dva nacina, petkotnik na
pet nacinov, Sestkotnik na 14 nacinov...
Tako je dobil zaporedje stevil 1, 2, 5, 14,
42, 132 ... Stevila so kasneje poimeno-
vali Catalanova Stevila po belgijskem
matematiku Catalanu, ki je poleg mno-
gih drugih nadaljeval raziskave na tem
podrocju. Do sedaj je bilo odkritih ve-
liko primerov iz matematike in drugih
podrocij, kjer se pojavijo Catalanova
Stevila. V nalogi predstavimo osnovne
Ze znane primere, izpeljemo eksplicit-
no in rekurzivni formuli ter pokaZemo
glavni metodi dokazovanja, da gre za
Catalanova Stevila. Temeljni cilj naloge
pa je opisati nove primere mnoZic ma-
tematic¢nih in drugih objektov ter do-
kazati, da so njihove moci Catalanova
Stevila.

V literaturi obstaja ve¢ metod, kako
narisati krivuljo, ki spominja na obliko
pticjega jajca. Pri vecini teh metod gre
za spretno sestavljene obicajne krozne
loke. Posebej zanimiva pa je povsem
drugacna metoda, pri kateri jajcaste
krivulje dobimo kot slike elips s pomoc-
jo preslikave, ki je matematiki dobro
poznanain seimenuje inverzija. Pritem
velika polos elipse lezi na premici skozi
sredisce kroZnice inverzije. V razis-
kovalni nalogi obravnavamo na ta na-
¢in dobljene jajcaste krivulje v odvis-
nosti od zacetnih parametrov: abscise
sredis¢a in obeh polosi elipse. Razlicne
oblike pticjih jajc bomo poskusali opi-
sati s karakteristicnimi koli¢inami, te
kolicine pa potem realizirati z izbiro
ustreznih zacetnih parametrov.
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Namen raziskovalne naloge je bil razis-
kati oblike in lastnosti jajc ter risanje
le-teh z inverzijo. Med delom pa se je
pojavilo novo obmocje raziskovanja,
konstruiranje jajc s kroznimi loki. Delo
je vecinoma potekalo gladko. TeZave pa
so se pojavile proti koncu, pri nacrto-
vanju risanja jajc, saj sva ugotovila, da
je ta postopek precej omejen. Definicije
za lastnosti jajc (podolgovatost, asimet-
ricnost in topost), Stevilske vrednosti
(maksimumi, minimumi in povprecne
vrednosti lastnosti) sva povzela iz lite-
rature in izpeljala formule za kolicine,

Zakljucek

povezane z jajci, nastalimi s pomocjo
inverzije.

Vecina najinega dela je temeljila na
podlagi uporabe programa GeoGebra,
ki nama je pomagal pri risanju grafov
in konstrukciji jajc. S pomocjo GeoGeb-
re sva prisla tudi do nekaterih, za na-
daljevaje potrebnih vrednosti. Obrav-
navana tema je Se vedno precej odprta
za nadaljnje raziskovanje. Raziskovali
bi lahko Se druge metode risanja jajc,
s katerimi bi lahko ustvarili ve¢ kom-
binacij vrednosti parametrov. Skratka,

Odlo¢ili smo se, da bomo vsako leto objavili recenzijo zanimivih nalog.

nasli bi metodo, ki bi bila Se bolj ucin-
kovita in univerzalna, kot je bila nasa.

Avtorja sta pokazala spretnost pri
nacrtovanju z orodjem GeoGebro.
Oblikovno je bila naloga zelo dobro
narejena, tako da si zasluzi najvisje
priznanje.

Za konec $e v razmislek. Morda je jaj-
ce hruskaste oblike zato, ker hruskasta
oblika zagotavlja, da se jajce na posev-
ni polici ne odkotali predale¢, ker prej
zavije.

Kako je naravni izbor vplival na obli-
ko jajca?

Po eni strani, da povemo $ir$i javnosti, kaj delajo nasi mladi raziskovalci, po drugi pa, da spodbudimo druge,
da bi jim sledili. Morda jim bomo s tem dali kaksno idejo ali pa jih spodbudili, da $e oni zapiSejo svoje misli, ki
so se jim ob tem porodile. Seveda imajo tu mentorji pomembno vlogo in enako velja seveda tudi zanje.

Nekatere naloge smo tudi kriti¢no pretresli, predvsem, da opozorimo na napake. Upamo, da se bodo mentorji
in raziskovalci v prihodnje tem napakam izogibali.

Tekmovanje Hitro in zanesljivo racunan-
je je aktivnost, s pomoc¢jo katere ucenci
osvojijo in izpilijo hitrost in zanesljivost
ra¢unanja v seStevanju, odstevanju, mno-
zenju, deljenju, iskanju neznanega Stevila
in primerjavi. Tekmovalci so razdeljeni v
ve¢ starostnih skupin, $tiri so namenjene
osnovnos$olcem, ena srednjesolcem in ena
odraslim. Tekmovanje poteka v treh fazah:
v prvi fazi so trije krogi tekmovanja v $ols-
ki racunalniski ucilnici na vsaki $oli, ki
tekmuje. Sledi druga faza, drzavni finale,
kjer se zberejo najboljsi in se v Zivo v eno-
urnem tekmovanju pomerijo na eni od Sol.
Tretja faza pa je meddrzavno tekmovanje.
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Alen Divjak
Osnovna $ola Litija

Tekmovanje Hitro in zanesljivo radunan-
je je bilo dvanajst let pod okriljem Za-
voda RS za $olstvo. Na Osnovni Soli Li-
tija smo se odlo¢ili, da stopimo skupaj
in prevzamemo organizacijo tekmo-
vanja ter s tem nadaljujemo tradicijo.
Na spletni strani si.miksike.eu je objavljen
nov pravilnik tekmovanja in razpis s ¢a-
sovnim razporedom. Preko elektronske
poste smo nagovorili 452 osnovnih Sol.
Tekmovanje je bilo le 14 dni po povabilu.
Med 5. in 16. decembrom se je odvil prvi
krog rac¢unanja. Rezultat je bil prijetno
presenecenje: 2540 tekmovalcev. Tekmo-
vanje je potekalo brez zapletov. Sledila

sta $e dva kroga, v januarju in februarju,
prav tako brez posebnosti in zapletov.
Rezultat tekmovanja v prvi fazi: tek-
movanja se je udelezilo 2900 osnovno-
$olk in osnovnosolcev iz 121 razlicnih
osnovnih Sol. V prvem letu smo se osre-
dotocili na tekmovanje osnovno$olcev,
zato je bila med srednjesolci slabsa zas-
topanost. Tekmovanja se je udelezilo
zgolj 19 srednjesolk in srednjeSolcev.
Sledila je priprava drzavnega finala: so-
bota, 4. marec 2017, za nekatere takoj
po zimskih poditnicah. Na drzavno tek-
movanje iz hitrega iz zanesljivega racu-
nanja je bilo povabljenih 74 tekmovalk





