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tematiko zlatega reza, veriznih ulomkov
in Evklidovega algoritma, modulsko po-
$tevanko, tri vrzeli in Fibonaccijevo zapo-
redje ter Fordove kroznice. Zelo zanimivi
so Fareyevi nizi ulomkov, ki imajo lepo
geometrijsko konstrukcijo in kopico ne-
navadnih lastnosti. Tako osmislijo seste-
vanje ulomkov, kjer iz ulomkov 7 in = do-
bimo ulomek 1%;‘ Omenimo, da Fareyev
niz F(n), kjer je n naravno $tevilo, tvorijo
okraj$ani ulomki z intervala [0,1], katerih
imenovalec ne presega n. Na primer niz
F(4) sestavljajo Stevila O%%%%% 1.
Racunalnisko podkovani u¢itelji se lahko
pri krozkih in delavnicah lotijo tudi vizu-
alizacije fraktalov, se posebej fraktalnih

krivulj z uporabo t. i. zelvje grafike.

Zadnji vidik je vkljucevanje fraktalnih
struktur in drugih primerov iz knjige pri
pouku matematike kot motivacijskih pri-
merov, zanimivosti ali primerov uporabe
pri utrjevanju snovi. Skratka za popestri-
tev raznih matemati¢nih vsebin pri pou-
ku. Fraktali se lahko naravno vklju¢ijo k
vsebinam, ki obravnavajo vzorce in za-
poredja. Zacetne konstrukcije fraktalov,
kot sta Kochova snezinka ali trikotnik
Sierpinskega, se lahko predstavijo pri
vsebinah o geometrijskih likih, tematiki
prestevanja objektov, ra¢unanju plos¢in,
ugotavljanju poten¢nih povezav. V sred-
nji $oli jih lahko naravno uporabimo pri
obravnavi geometrijske vrste. Sama ite-
racija je kot zanimiv primer lahko upo-
rabljena pri obravnavi odvoda in enacbe
tangente.

Ste vedeli, da je zaporedje 1,
1,2,3,5,8,13, 21 ... (rekurzivno poda-
nokota =a=1ina =a  +a, ,za
n > 2) z imenom Fibonaccijevo zaporedje
poimenoval francoski matematik Lucas v
19. stoletju? Ce v rekurziji za Fibonacci-
jevo zaporedje spremenimo zacetno vred-
nost a = 2, dobimo Lucasovo zaporedje 2,
1,3,4,7,11, 18, 29, ... Analiza pri $tetju
parov spiral pri borovih storzih je poka-
zala, da so v 95 % v Fibonaccijevem za-
poredju, v 4 % v Lucasovem zaporedju in
1 % je neopredeljenih. Ne samo matema-
tika, tudi narava ocitno pozna statisti¢ne
stopnje znacilnosti!

Borut Juréi¢ Zlobec

Fakulteta za elektrotehniko Univerze v Ljubljani

V letu 2016 je potekalo ze 50. drzavno
srecanje mladih raziskovalcev v Murski
Soboti. Na kon¢nem izboru za srebrna in
zlata priznanja je bilo pred komisijo pred-
stavljenih 10 raziskovalnih nalog. Komi-
sijo so sestavljali Polona Repolusk, Mateja
Grasi¢, Dominik Benkovi¢ in Borut Jurci¢
Zlobec. Komisija je izbrala Sest nalog za
srebrno priznanje, $tiri naloge pa so dobi-
le zlato priznanje.

Odlo¢ili smo se, da bomo vsako leto ob-
javili recenzijo zanimivih nalog. Po eni
strani, da povemo $iri javnosti, kaj delajo
nasi mladi raziskovalci, po drugi pa, da
spodbudimo druge, da bi jim sledili. Mor-
da jim bomo s tem dali kaksno idejo ali
pa jih spodbudili, da $e oni zapisejo svoje
misli, ki so se jim ob tem porodile. Seve-
da imajo tu mentorji pomembno vlogo in
enako velja seveda tudi zanje.

Predstavljene so bile stiri naloge iz teori-
je Stevil, tri geometrijske, dve iz diskretne
matematike, ena iz kombinatorike.
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Poleg zmagovitih nalog omenimo tudi
nalogo, ki ni dosegla najvisjega priznanja,
ki pa bi ga lahko, ¢e bi mentor skrbneje
usmerjal ucence k matemati¢cnemu raz-
misljanju.

Tu bomo omenili nalogo z naslovom Od-
daljenosti in krivulje v ravnini. Naloga go-
vori o geometrijskem mestu tock, katerih
vsota ali razlika razdalj od dveh danih
tock je konstantna. V nalogi so problem
posplosili tudi za primere, ko je eno od
to¢k nadomestila premica oziroma kroz-
nica. Pri tem so naleteli na krivulje dru-
gega reda, elipso, hiperbolo in parabolo.

Naloga je bila skrbno narejena. Ucenci so
pokazali, da obvladajo programsko orod-
je Geogebra. Motilo je edino to, da niso
opazili, da je mogoce en problem prevesti
na drugega tako, da ni treba vedno znova
ponavljati celotnega izra¢una. Na primer,

geometrijsko mesto tock, ki so enako od-
daljene od kroznice in tocke lahko preve-
demo na geometrijsko mesto tock, katerih
razlika razdalj od dane tocke in sredi$¢a
kroznice je enaka polmeru kroZnice, ¢e
tocka lezi zunaj kroznice, in katerih vsota
razdalj je enaka polmeru kroznice, ko se
tocka nahaja znotraj kroznice.

Podobno bi lahko pojem razlike razdalj
od tocke in premice prevedli na enako
oddaljenost od tocke in primerno izbrane
njej vzporedne premice.

Najvisja priznanja so dosegle §tiri razisko-
valne naloge, dve osnovnoSolski in dve
srednjesolski.

Avtorica: Tijana Gajanovi¢
Mentor: Vesna Hare;j
Sola: OS Dravlje, Ljubljana
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Avtorica: Ida Vavpeti¢
Mentor: Igor Presern
Sola: OS Riharda Jakopica, Ljubljana

Avtorji: Sara Maraz, Tja$ Bozi¢, Miha
Torkar

Mentor: Alojz Grahor

Sola: Skofijska gimnazija Vipava

Avtor: Tim Salecl Zizek
Mentor: Andreja Hocevar
Sola: Gimnazija Poljane, Ljubljana

V raziskovalni nalogi se je avtorica ukvar-
jala z geometrijskim likom, ki se imenuje
arbelos, kar po gr$ko pomeni cevljarski
noz. Talik sta poznala zZe grika matemati-
ka Arhimed in Papos Aleksandrijski.

Arbelos je lik, omejen s tremi polkrozni-
mi loki, tako da je premer najvecjega enak
vsoti premerov manjsih dveh polkroznih
lokov. Avtorica je pregledala ve¢ zanimivih
kroznic, ki so vértane v arbelos. Med dru-
gim je govorila o Arhimedovih dvojckih,
Paposovi verigi, Apolonijevi, Bankoffovi
in Schochovi kroznici. Konstrukcije je na-
risala s programskim orodjem Geogebra.
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Slika 1: Zgoraj je prikazana Paposova veriga,
spodaj pa Arhimedova dvojcka

Zanimivo je, da je polmer Arhimedovih
dvojckov enak ab/(a + b), kjer sta a in b
polmera manjsih kroznic arbelosa. Slika
1 na levi prikazuje Paposovo verigo in
inverzijo verige preko primerno izbrane
kroznice.

Naloga je opremljena z mnogo lepo izde-
lanimi risbami s pomoc¢jo programskega
orodja Geogebra.

V povzetku naloge je med drugim zapi-
sano:

V nalogi sem raziskovala magicne kva-
drate. Ogledala sem si zgodovino magic-
nih kvadratov in znana odkritja na tem
podrocju. Raziskala sem osnovne lastnosti
magicnega kvadrata in Stevil, ki jih vse-
buje. Posvetila sem se lastnostim, ki so mi
omogocile laZje Stetje magicnih kvadratov.
Izvedela sem, s kaksnimi posebnimi magic-
nimi kvadrati se matematiki ukvarjajo in
kaksne probleme so si zastavili. Zelo me je

N

zanimal magicni kvadrat iz popolnih kva-
dratov. (Vavpeti¢ 1., 2016)

Avtorica je v svoji nalogi uporabljala pro-
gramsko orodje Mathematica.

Med drugim je s pomocjo tega orodja
iskala magi¢ne kvadrate reda 3 x 3. Ugo-
tavljala je nara$canje $tevila le-teh v od-
visnosti od njihovega sredinskega $tevila.

V nalogi je avtorica pokazala, da obvlada
programsko orodje Mathematica. Njen
jezik je matemati¢no korekten in tekoc.
Naloga je lep izdelek.

Nalogo predstavimo kar z njenim povzet-
kom.

Origami je japonska umetnost zgibanja
papirja. Posebna oblika origamija je mate-
maticni origami, pri katerem prepogibamo
list papirja (model ravnine) in proucujemo
matematicne lastnosti objektov v ravnini,

Slika 2: Trisekcija kota
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ki pri tem nastanejo (tocke, premice). Ka-
zuo Haga je matematicni origami poime-
noval origamics, v nalogi pa predlagamo
pojem origamika. Dokazano je, da je ma-
tematicni origami mocnejse orodje, kot sta
neoznaceno ravnilo in Sestilo.

Tako je bil na primer s prepogibanjem pa-
pirja reSen problem podvojitve kocke in
problem razdelitve kota na tretjine, saj je
s prepogibanjem papirja mogoce resiti ku-
bicno enacbo. Cilj raziskovalne naloge je
postaviti in dokazati ¢im ve¢ matematicnih
hipotez (matematicnih izzivov), ki izvira-
jo iz prepogibanja lika enakostranicnega
trikotnika. V nalogi je raziskanih in doka-
zanih preko trideset matematicnih izzivov.
(Maraz, S., Bozi¢, T., Torkar, M., 2016)

Med drugim so avtorji tudi pokazali, da
obvladajo programsko orodje Geogebra.
Naloga si zasluzi vse priznanje.

Kot zanimivost bomo razlozili konstruk-
cijo trisekcije kota s pomocjo origamike.
S Sestilom in neoznacenim ravnilom tak-
$na konstrukcija ni mogoca.
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Na kratko opisimo konstrukeijo, ki je pri-
kazana na sliki 2. Kraka kota sta oznacena
s polnima ¢rnima ¢rtama. Papir prepog-
nemo tako, da dobimo dve vzporednici z
osjo x. Nastala vzporedna pasova morata
imeti enako $irino. Na osi y je oznac¢eno
preseci$ce z gornjo vzporednico osi x z
modro barvo, medtem ko je koordinatno

izhodi$ée oznaceno z rdeco barvo.

Nato prepognemo papir po po$evni mod-
ri ¢rti tako, da se modra in rdeca tocka na
osi y pokrijeta s tockama enake barve na
posevni rdeci ¢rti, ki predstavlja polozaj
osi y po pregibu. Rdeca tocka na posevni
rdeci ¢rtilezi na preseciscu le-te s spodnjo
vzporednico osi x, medtem ko lezi modra
tocka na po$evnem kraku kota. Tretja (ze-
lena) tocka je presecisce pregiba (posevna
modra ¢rta) s spodnjo vzporednico, torej
s tisto, ki je blize osi x. Naredimo $e dva
pregiba, kjer ¢rti pregiba vsebujeta ko-
ordinatno izhodi$¢e in eno od dveh tock
(zeleno oziroma rdeco).
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Slika 3: Na sliki so prikazana trikotniska stevila (vir Wikipedija).

Zakljucek

Formula za n-to s-kotnisko §tevilo.

2(¢—2)— —
P(Tl,S) _n (s 2)2 n(s—4)
Mersennova Stevila so Stevila oblike
M(n) = 2™ - 1. Mersennova prastevila pa
so prastevila oblike P = 2/ - 1, v tem pri-
meru je tudi p prastevilo.

Na primer stevilo 15 je veckotnisko $tevi-
lo za (s = 3, n = 5) in Mersennovo $tevilo
za (m=4).

Avtor je opazoval resitve enacbe
n?(s-2)-n(s—4
om _ 1 = M=) -n(s—4)
2
za naravna $tevila m, n in s.

V literaturi je nasel Ramanujan-Nagello-
vo enacbo, to je enacbo oblike

x*+D=APB,
kjer so A, B, D znana cela $tevila, medtem
ko sta x, y neznanki. Za enacbo se ve, da je

Stevilo celo$tevil¢nih parov njenih resitev
(%, y) kon¢no.

Ugotovil je, da je tudi njegova enacba
n?(s—2)-n(s—4)

2m—1= . tega tipa za
x=2(s-2)n-s+4

y=m+3

D=-s"+16s-31

A=s5-2

B=2

V nadaljevanju je avtor dokazal zanimive
izreke, kot je na primer, da obstajata le dve
trikotniski Mersennovi $tevili in da kva-
dratna Mersennova $tevila ne obstajajo.

Naloga je tudi oblikovno lep izdelek. Na-
rejena je s pomocjo orodja LaTeX, ki je
namenjeno urejanju matemati¢nih besedil.

Vsakoletna objava recenzije zanimivih nalog ima dva namena: prvi¢, da povemo $irsi javnosti, kaj delajo nasi
mladi raziskovalci, in drugi¢, da spodbudimo druge, da bi jim sledili. Morda bo kdo nasel spodbudo oziroma
idejo za svojo raziskovalno nalogo. Seveda imajo tu mentorji pomembno vlogo in enako velja tudi zanje.

Viri in literatura

Maraz, S., Bozi¢, T., Torkar, M. (2016). Origamika. Raziskovalna naloga iz matematike.

Vavpeti¢, L. (2016). Magicni kvadrati. Raziskovalna naloga iz matematike.

64





