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Matematika v 3oli, $t. 2., letnik 26, 2020

dr. Borut Jurci¢ Zlobec
Univerza v Ljubljani, Fakulteta za elektrotehniko

Drzavno Sre¢anje mladih raziskovalcev Slovenije organizi-
ra Zveza za tehni¢no kulturo Slovenije. Namen srecanja je ¢im
zgodnej$e uvajanje mladih v znanost, popularizacija znanosti in
tehnike, odkrivanje nadarjenih u¢encev in dijakov na posamez-
nih podrod¢jih in njihovo spodbujanje k poglabljanju znanja in
raziskovalne dejavnosti.

Na to drzavno srecanje prispejo naloge, ki so bile izbrane na re-
gijskih srecanjih. Vse prispele naloge z regijskih srecanj dobijo
na drzavnem izboru eno od priznanj.

V letu 2020 je potekalo Ze 54. drzavno srec¢anje v Murski Sobo-
ti. Organizator je dobil v pregled 13 nalog, ki so prisle v kon¢ni
izbor za priznanja, od teh je 3 dolocil za bronasto priznanje.

Ostale naloge so bile predstavljene pred drzavno komisijo. Ko-
misijo so sestavljali izr. prof. dr. Dominik Benkovic, izr. prof. dr.
Marko Jakovac, dr. Borut Jurci¢ Zlobec, doc. dr. Mateja Grasi¢ in
asist. Simon Brezovnik.

Komisija je izbrala 6 nalog za srebrno priznanje, 4 naloge pa so
dobile zlato priznanje.

Odlo¢ili smo se, da bomo vsako leto objavili recenzijo nalog, ki
so dosegle zlata priznanja. Po eni strani, da povemo S$irsi javnos-
ti, kaj delajo nasi mladi raziskovalci, po drugi strani pa, da spod-
budimo druge, da bi jim sledili. Morda bomo z opisom dela naj-
boljsih dali kaksno idejo tudi drugim in jih spodbudili, da Se oni
zapi$ejo svoje misli, ki so se jim ob tem porodile. Seveda imajo tu
mentorji pomembno vlogo in enako velja tudi zanje.

Z zlatim priznanjem so mladi raziskovalci dobili pohvalo za svo-
je dosezke. Na tem mestu pa jim zelimo sporo¢iti, kaj bi lahko
popravili, izboljsali, da bi bili $e bolj uspesni.

Pojdimo k nalogam. Teme nalog, ki so bile predstavljene pred
drzavno komisijo, so bile geometrijske (5 nalog), algebrske (4 na-
loge), aritmeti¢ne (3 naloge) in ena anketna.

Tudi letos smo dobili eno anketno nalogo. O neprimernosti teh
nalog smo ze govorili, vendar povejmo Se enkrat, zakaj se nam
zdijo neprimerne. Anketne naloge so privlacne, ker ustrezajo na-
potkom, da je treba v raziskovalni nalogi narediti kaj izvirnega,
kar pa v matematiki ni tako lahko. Zato stalno poudarjamo, da
tovrstna inovativnost za matematicne naloge ne pride v postev.
Tudi kakovost teh nalog je vprasljiva. Vprasljive so tudi statisti¢-
ne metode, ki jih uporabljajo. Zato mentorjem priporo¢amo, da
se takim temam izogibajo. Pri matemati¢nih raziskovalnih na-
logah je pomembno, da se ucenci naucijo nekaj novega iz ma-
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tematike in da znajo to lepo predstaviti. Ce pa jim uspe kaksen
izviren problem opisati matemati¢no in ga tako resiti, so dosegli
najvec, kar se od njih pricakuje. Veliko je odvisno od mentorjev.
Prav je, da ti pustijo ucencem, da delajo samostojno, vendar pa
pricakujemo, da je kon¢ni izdelek narejen matemati¢no korek-
tno in da mentor svetuje, kako bi se dolo¢ene stvari izboljsale in
poenostavile. Pomembno je tudi, da mentorji opozarjajo na lep
in razumljiv jezik. Raziskovalne naloge so priloznost, da se ucen-
ci naucijo kaj novega s pomocjo mentorja. Zato je pomembno,
da jih mentorji pri tem usmerjajo in jim svetujejo kako in kaj.

Nagrajene so bile $tiri raziskovalne naloge, dve osnovnosolski in
dve srednjesolski:

Avtorici: Katarina Lija Hrastnik in Marija Papa
Mentorja: Igor Blazi¢ in mag. Alojz Grahor
Sola: Montessori intitut, Zavod - Zasebna OS Montessori

Avtorja: Crt Cigale in Aleksander Kalacun
Mentor: Jozef Senekovic
Sola: Osnovna $ola Bojana Ilicha, Maribor

Avtor: Gal Zajc
Mentor: dr. Tilen Marc in Jasna Kos
Sola: Gimnazija Bezigrad

Avtorja: Jurij Grohar in Matej Kompara
Mentor: mag. Anton Grahor
Sola: Skofijska gimnazija Vipava
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V raziskovalni nalogi avtorici obravnavata formulo za plo§¢ino
tetivnega petkotnika, izrazeno le z dolzinami stranic. Znani sta
Heronova formula za plo$¢ino trikotnika in Brahmaguptova
formula za plo$¢ino tetivnega $tirikotnika, ki sta predstavljali
izhodisce za raziskavo.

Predstavimo jo z nekoliko skrajsanim povzetkom k nalogi.

S pregledom literature sva ugotovili, da za izracun ploscine tetiv-
nega petkotnika obstaja zapleten postopek. V raziskovalni nalogi
pa sva izpeljali dokaj preprosto formulo, za njen priblizek. Novo
formulo sva utemeljili s pomocjo programa GeoGebra. Meniva, da
je izpeljana formula primerna za uporabo.

Formula se zgleduje po natan¢ni formuli za trikotnik in tetivni
$tirikotnik, kjer se plos¢ina izraza z dolzinami stranic. Formula
za trikotnik je dobro znana Heronova formula:

Pre = (s —a)(s — b)(s — o),
kjer je |
s = z(a +b+c).
Tetivni stirikotnik je $tirikotnik, ki ima o¢rtano kroznico. Z dru-

gimi besedami, ogli$ca tega Stirikotnika se nahajajo na kroznici.
Brahmanova formula za plos¢ino tetivnega $tirikotnika je:

per = V(s —a)(s = b)(s — ¢)(s — d),

kjer je 1
s = §(a+b+c+d).

Raziskovalki je vodila primerjava Heronove in Brahmanove for-
mule. V Heronovi formuli je produkt (s — a)(s — b)(s — ¢) pod
korenom pomnozen s polovi¢nim obsegom s. V Brahmanovi
formuli pa lahko re¢emo, da je produkt pod korenom (s — a)
(s = b)(s — ¢)(s — d) pomnozen s faktorjem 1. Zato sta sklepali,
da bi formula za petkotnik imela pod korenom faktor 1/s. To for-
mulo je zapisala Shahbazi. Formula za plo$¢ino tetivnega petkot-
nika bi potemtakem lahko bila

psi = (s —a)(s —b)(s —c)(s — d)(s — e)/s,

1
szz(a+b+c+d+e),

vendar pa ta formula ni ve¢ natan¢na. Tudi ¢e je vseh pet stranic
enakih, ¢e imamo opravka s pravilnim petkotnikom, formula ne
da toc¢ne vrednosti. To¢na vrednost za pravilni petkotnik je:

pps = V25 +105/4a*

Ce izra¢unamo priblizno vrednost ploicine za pravilni petkotnik
po gornji formuli, dobimo:

psi ~ 9/4+/3/54>

Relativna napaka je 0.0223651. Avtorici sta naredili popravek
Shahbazijeve formule, tako je nastala Lija-Majina formula:

~(1 abcde
pm = |1 = IS

) V(s —a)(s = b)(s — c)(s — d)(s — e) /s,

1
s = T(a+b+c+d+e),

ki pa $e vedno ni natan¢na. Porodila se je ideja, da bi dodali kon-
stanto tako, da bi bila formula natan¢na za pravilni petkotnik:

abcde
$5

PLM = (1 -K ) \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)(s—e)/s.

Ceje
12
K = %(27—5\/1“6\/5],

potem je formula res natan¢na za pravilni petkotnik. Vendar av-
torici nista vzeli te vrednosti, ampak njen racionalni priblizek
5/4. Za tiste, ki ne vedo, kaj je verizni ulomek, naj povemo, da
je ta ulomek tretji konvergent veriznega ulomka za konstanto K.
Tokrat je bila relativna napaka pri racunanju ploscine pravilne-
ga petkotnika enaka 0.0000567211. Predlagamo $e izbolj$ano
formulo, kjer se 5/4 nadomesti z 99/79 (peti konvergent). Ime
formule pa prepus¢amo avtoricama. Racuni v nalogi niso na-
tan¢ni, zato smo jih ponovili. Zanimivo je dejstvo, da je formula
s konstanto K to¢na, Ce je vseh pet stranic enakih oziroma, ce je
dolzina ene od njih enaka 0. V tem primeru dobimo formulo
za tetivni Stirikotnik. Nekje vmes pa bi bila napaka najvecja. Pri
poskusanju s programom Mathematica smo dobili najve¢jo re-
lativno napako okoli 0.00065, in to za vrednost konstante 99/79.

Naloga je zanimiva, zato smo podrobneje opisali pot, ki sta jo
avtorici prehodili do kon¢ne formule. Ker je to osnovnoSolska
naloga, je popolnoma dosegla svoj namen. Cestitamo.
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Nalogo bomo predstavili z njenim povzetkom.

Vemo, da je naravnih stevil neskoncno mnogo. Poznamo tudi ra-
cionalna Stevila. Vsako racionalno tevilo lahko zapisemo z ulom-
kom ali z decimalno Stevilko, za desetiske ulomke neperiodicno,
s konénim Stevilom decimalnih mest, za nedesetiske ulomke pa
periodicno. V raziskovalni nalogi raziskujemo, kako stevilo, ki se
zapise s periodicno decimalno Stevilko, zapisemo z ulomkom. Ra-
ziskati zelimo Stevilo ulomkov za izbrano periodo. Recimo, koliko
nedesetiskih ulomkov ima enomestno periodo.

V nalogi se avtorja na Siroko ukvarja s prestevanjem nedesetiskih
ulomkov, ki imajo v decimalnem zapisu dano dolzino periode.
Omenjena je tudi pretvorba iz periodi¢nega decimalnega zapisa
v ulomek in obratno. Med drugim sta dokazala, da periodi¢ni
decimalni zapis 0.9999..., kjer se $tevka 9 ponavlja v nedogled,
predstavlja stevilo 1.

Zacnimo s povzetkom k nalogi.

V nalogi obravnavamo dvodimenzionalne mostove iz kock 2 X 1,
ki predstavljajo osnovo za izralun $tevila ve¢dimenzionalnih mos-
tov, ki ustrezajo dolocenim pogojem. Za Stevilo mostov v dvodi-
menzionalnem in tridimenzionalnem prostoru so dobljene konk-
retne formule, v vecdimenzionalnih prostorih so dobljene formule
rekurzivne. Pripeljejo nas do zaporedij, ki jih primerjamo s tistimi,
ki so v bazi OEIS'. Naloga se zakljuci s postavitvijo kock v dvodi-
menzionalnem prostoru, ki se imenuje zid.

Avtor se je omejil na kocke dimenzije 2 x 1. Dolzina v smeri osi x
je enaka 2, medtem ko je visina v smeri osi y enaka 1. Z urejenim
parom S$tevil (g, b), imenujemo ju koordinati, lahko natan¢no
opredelimo polozaj kocke na ravnini. To¢ka T (a, b) je spodnje
levo oglisce opisane kocke.

Slika 1: Pravilna postavitev kock 2 X 1

Prva definicija je definicija pravilne postavitve kock:

Kocka A se dotika kocke B, ¢e ima kocka A koordinati (a, b) in
tocka B koordinati (a + 1, b = 1) oziroma (a ¥ 1, b £ 1). Postavitev
je pravilna, ¢e lahko iz vsake kocke na vsako drugo kocko pride-
mo s premiki po dotikajocih se kockah.

Druga definicija je most: Most je pravilna postavitev kock 2 x 1,
pri kateri ni kock 2 x 1 z isto prvo koordinato a.

Slika 2: Most v dvodimenzionalnem prostoru

Most za¢nemo graditi z eno kocko in vsako nadaljnjo postavimo
za eno enoto desno ter eno enoto navzgor ali navzdol glede na
prej$njo. To pomeni, da je vektor premika posamezne kocke gle-
de na prej$njo @ = (1, £1).

Pravilni in nepravilni most:

Most imenujmo pravilen, ¢e je zadnja kocka v enaki vi$ini kot
prva, ostale pa so v enaki vi$ini ali vi$je od prve kocke. Most, ki
temu ne ustreza, je nepravilen.

V nadaljevanju imamo natancen izra¢un vseh moznosti sestave

kock pri dolo¢enih pogojih.

Avtor je pokazal, da obvlada kombinatoriko. Dela se je lotil zelo
natan¢no in rezultat je malodane impozanten. Ni dovolj prosto-
ra, da bi vsaj priblizno opisali vse, kar je avtor naredil v nalogi.

Med drugim je sestavljal kocke tudi v treh dimenzijah in na ne-
katerih mestih posplosil Se na ve¢ kot tri dimenzije. Sledi slika
tridimenzionalnega mostu in na koncu $e avtorjev opis svojega
dela. Cestitamo.

Ko sem se lotil raziskovanja in si ustvaril pregled nad obseznostjo

primerov, ki so me zanimali, sem si moral postaviti izvedljive cilje.

Ti so bili:

- Poiskati stevilo razlicnih mostov iz danega stevila dvodimen-
zionalnih kock.

- Posplositi problem na vecdimenzionalne prostore.

- Napisati program za resitev problema pri velikem stevilu kock.
Cilje sem izpolnil. Naloga je izvirna in pravilnosti resitev nisem
mogel preveriti iz virov, preveril pa sem resitve na manjsem Ste-
vilu konkretnih primerov. Za zaporedja, ki sem jih nasel v bazi
OEIS, so resitve preverjene pri vecjem Stevilu primerov. Rekur-

1 Baza OEIS: THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA OF INTEGER SEQUENCES: http://oeis.org/
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zivne formule, ki sem jih izpeljal, so sicer drugacne od tistih, ki
so v bazi OEIS, dajo pa enake rezultate pri vseh izracunanih
vrednostih.

Zac¢nimo s povzetkom k nalogi:

Kriterij deljivosti je algoritem, s katerim preverimo s pomocjo Stevk
danega naravnega Stevila n, ali je to Stevilo deljivo z danim na-
ravnim Stevilom p. Pri tem uporabljamo sestevanje, odstevanje ali
mnozenje majhnih Stevil, ki jih predstavljajo stevke danega Stevila.
V raziskovalni nalogi smo razvili in utemeljili splosni kriterij del-
jivosti, s katerim lahko za vsako naravno stevilo n in vsak naravni
delitelj p preverimo deljivost. Z uporabo tega splosnega kriterija
deljivosti smo dokazali znane kriterije za deljivost s Stevili 2, 3, 4, 5,
6,8, 9, 10 in 11. Ker sta tako dokaz kot izvedba splosnega kriterija
deljivosti za majhna prastevila zelo preprosta, predlagamo, da se v
srednjesolske ucbenike uvrsti te kriterije za preverjanje deljivosti s
Stevili 7, 11, 13, 17 in 19.

Glede na dostopne vire je eden prvih kriterijev zapisan v Babi-
lonskem talmudu, med tretjim in petim stoletjem nasega Stetja.

»/.../ stotice dajte na stran kot jubilejske cikle in preostanek pretvo-
rite v sabatske cikle (vsak po sedem let), potem ko k temu dodate

dve leti za vsako dopolnjeno stoletje; preostanek vam poda stevilko
leta v tekocem sabatskem ciklu«.
100a + b=2a+b (mod7),

Poljubno $tevilo #, zapisano z dvomestno $tevilko, se da zapisati
v obliki

n=10a+ b = 7(a — 2b) + 3(a + 5b).

Od tu sledi, da bo $tevilo deljivo s 7 takoj, ko bo stevilo a + 5b
deljivo s 7.

Najprej sta avtorja dokazala, da poljubno naravno $tevilo n lahko
zapiSemo v obliki

n=10a+ b =7(a—2b) + 3(a + 5b).

Ce sta §tevili p in q tuji, od tod sledi, da je $tevilo n deljivo s p, ko
je (a — m b) deljivo s p.

Pri dokazovanju sta si pomagala z diofantsko enacbo.
ax+by =c¢ Kersoa,b,c€Z

Sledi izpeljevanje kriterija za majhna prastevila.
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