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Razvijanje matematične pismenosti skozi reševanje problemov

Dr. Amalija Žakelj, Zavod RS za šolstvo,

UVOD

Čeprav je pridobivanje specifičnega znanja pri šolskem učenju pomembno, je uporaba le tega znanja odvisna od pridobitve širših znanj in spretnosti. V naravoslovju je specifično znanje, ki je  vezano na poznavanje podatkov, imen rastlin in živali manj pomembno kot razumevanje širših pojmov ali struktur, kot so poraba energije ali varovanje zdravja. Pri branju so vedno bolj pomembne spretnosti  interpretacije pisnega gradiva, uporaba prebrane vsebine  in kakovost besedila.  Ko gre za vsakdanje situacije, je pri matematiki pomembneje, da posameznik zna sklepati in razumeti odnose oziroma odvisnosti, kot pa, da zna rešiti tipične naloge iz učbenika. Prav tako so nekatere splošnejše spretnosti nujne za razvoj in kasnejšo uporabo znanja kot npr. prilagodljivost, fleksibilnost, reševanje problemov,  uporaba informacijskih tehnologij ipd.. Govorimo o »pismenosti« v širšem pomenu besede.
Komisija za razvoj pismenosti je v dokumentu Nacionalna strategija za razvoj pismenosti opredelila pismenost kot trajno razvijajočo se zmožnost posameznikov, da uporabljajo družbeno dogovorjene sisteme simbolov za sprejemanje, razumevanje, tvorjenje in uporabo besedil za življenje v družini, šoli, na delovnem mestu in v družbi. Pridobljeno znanje in spretnosti ter razvite sposobnosti posamezniku omogočajo uspešno in ustvarjalno osebnostno rast ter odgovorno delovanje v poklicnem in družbenem življenju.  Kot zmožnost in družbena praksa se pismenosti pridobivajo in razvijajo vse življenje v različnih okoliščinah in na različnih področjih ter prežemajo vse človekove dejavnosti (Bucik N. at.all. 2006: 7) 

Po terminologiji UNESCA pismenost pomeni sposobnost pisati in brati, z razumevanjem kratkih stavkov v posameznikovem vsakdanjem življenju. Po zadnjih razpoložljivih podatkih UNESCA (avgust 2005) je bilo v obdobju 2000-2004 nepismenih 18,2 % prebivalcev, starih 15 let ali več. Med moškimi jih je bilo 13,1 %, med ženskami pa 23,2 %. Največ nepismenih prebivalcev je v Afriki (40,1 %) in najmanj v Evropi, kjer jih je 1,3 %. V severni in južni Ameriki je 6,5 % prebivalcev nepismenih, V Aziji pa 21,0 % (http://www.stat.si/novice_poglej.asp?ID=698). 

Prvotno je pojem »pismenosti« bil ozko vezan na znanje branja in pisanja, ki ga je v prvi vrsti razvijala in širila šola. V sodobnem pomenu beseda »pismenost«  praviloma pomeni sposobnost branja in pisanja na ravni, primerni za pisno sporazumevanje  in nasploh na ravni, ki posamezniku omogoča uspešno delovanje na določeni ravni družbe. Številni analitiki jemljejo stopnjo pismenosti države ali regije kot glavno merilo pri določanju vrednosti človeškega kapitala (http://sl.wikipedia.org/wiki/Pismenost). 

Z razvojem družbe in z vstopom sodobne tehnologije  v vsakdanje življenje posameznika se pojem pismenosti razširja. Danes že govorimo: bralni, naravoslovni, podatkovni, družboslovni, glasbeni, matematična pismenost itd..

Tako bralna pismenost (Repež M., Straus M. 2005: 7) opredeljena v raziskavi  PISA 2000 ni samo sposobnost branja, ki jo pridobimo v otroštvu, temveč, se smatra za nenehno rastoč repertoar znanj, sposobnosti in strategij, ki jih pridobivamo celo življenje v različnih življenjskih situacijah in v interakciji z drugimi. Naloge s področja bralne pismenosti ne merijo tega  ali so 15-letniki »tehnično« sposobni nekaj prebrati. Pojem bralna pismenost se navezuje na sposobnost uporabe prebranega besedila v kontekstu različnih situacij, s katerimi se srečujejo 15 – letniki. Tako znotraj kot izven šole, ter na njihovo razumevanje in razmišljanje o prebranem.

Tudi naravoslovna pismenost, ki je definirana v raziskavi PISA 2006  se ne nanaša zgolj na posameznikovo naravoslovno znanje, temveč  v  uporabo le tega znanja pri prepoznavanju naravoslovnih vprašanj, na sposobnost pridobivanja novega znanja; na razlaganje znanstvenih pojavov in sklepanje o tematiki, ki so povezane z naravoslovjem idr. (Repež M., Drobnič A., Straus M. 2008: 13).

 Podatkovna pismenost (http://sl.wikipedia.org/wiki/Podatkovna_pismenost) je veščina kritičnega iskanja, razumevanja, vrednotenja in uporabe podatkov  pri reševanju problemov. Prispeva k bolj učinkovitemu delovanju posameznika na različnih področjih, kjer je potrebno kritično presojanje podatkovnih osnov predstavljenih vsebin, v znanosti, pri izobraževanju in v vsakdanjem življenju.

Pri podatkovni pismenosti gre za: sposobnost pridobivanja, vrednotenja in uporabe podatkov iz različnih virov, zmožnost, ki vodi k ugovorom do avtoriziranega znanja in uveljavlja kritičnost in drugačno mišljenje.

1 Matematična pismenost 

V raziskavi PISA 2006 je matematična pismenost definirana kot posameznikova sposobnost prepoznavanja  in razumevanja vloge, ki jo ima matematika v svetu, sposobnost postavljanja  dobro utemeljenih odločitev in sposobnost uporabe in vpletenosti matematike na načine, ki izpolnjujejo potrebe posameznikovega življenja kot konstruktivnega in razmišljujočega posameznik (Repež M.,  Drobnič A.,  Straus M. 2008: 13).

 Definicija matematične pismenosti opredeljuje splošna načela. Natančneje področje matematične pismenosti v raziskavi PISA 2006 določajo tri komponenete (Repež M.,  Drobnič A.,  Straus M. 2008: 29): situacija ali kontekst, v kateri je problem postavljen, matematična vsebina, ki je potrebna za rešitev problema, kompetence, ki jih mora imeti reševalec, da poveže resnični svet, v katerem je problem, z matematiko, ki omogoča rešitev problema. 
Matematična pismenosti pomeni ustvarjalno združevanje matematične terminologije, definicij,  postopkov in spretnosti pri izvajanju določenih operacij in metod, kakor jih zahteva dano okolje v katerega je problem postavljen. Ključni dejavnik matematične pismenosti so sposobnost postavljanja, oblikovanja, reševanja in interpretacije problemov z različnih področij, z uporabo matematičnega znanja. 

Situacije, v kateri nastopajo problemi v raziskavi PISA, so lahko: osebne, izobraževalne, poklicne, javne oziroma širše družbene ali znanstvene. Matematično vsebino v raziskavi PISA definirajo vsebinski sklopi, ki so najpogosteje vsebovani v vsakodnevnih pojavih  in predstavljajo obseg vsebin,  ki naj bi se jih  učenci naučili za življenje. To so: količina, prostor in oblika, spremembe in odnosi ter   negotovost. Kompetence opisujejo sposobnosti in zmožnosti izpeljave miselnih procesov, ki so potrebni za reševanje problemov. Kompetenčni razredi reproduciranja, povezovanja in reflektiranja določajo raven  uporabe matematičnih procesov. 

Pri reševanju problemov je potrebnih osem karakterističnih matematičnih procesov: razmišljanje in izpeljevanje zaključkov, argumentiranje, komuniciranje, oblikovanje modelov, formuliranje in reševanje problemov, predstavljanje, uporabljanje simboličnega, formalnega in tehničnega jezika, kot tudi uporaba pripomočkov.

Povedano drugače, vsem »pismenostim« je skupno, da poudarjajo funkcionalno znanje in spretnosti, ki posamezniku omogočajo aktivno sodelovanje v družbi, ne toliki v smislu šolskega kurikula kot v smislu pomembnih znanj in spretnosti, ki jih posameznik potrebuje za življenje.

2 Vloga kompetenc pri razvoju matematične pismenosti
Tudi iz razlogov, da se vedno pogosteje, tako v šoli kot izven nje, srečujemo s problemskimi situacijami, katerih reševanje  zahteva obvladovanje  širših kompetenc, se dandanes tudi pri didaktiki matematike vedno pogosteje govori o  uporabi matematike v realnih življenjskih situacijah. Učni načrti so se v preteklosti  manj posvečali splošnejšim kompetencam, običajno predvsem  vsebinam, informacijam in tehnikam, ki jih mora posameznik usvojiti. Posodobljeni učni načrti (2008) za osnovno šolo in gimnazijo, ki jih je določil Strokovni svet leta 2008,  navajajo tudi splošne kompetence potrebne za učinkovito uporabo znanja (Žakelj 2007: 10)

Komponente pismenosti oz. matematične pismenosti se v učnih načrtih za osnovno šoli in gimnazijo  ter srednje  poklicno in strokovno izobraževanje, ki so bili posodobljeni po letu 2006, v veliki meri odslikavajo v kompetencah. Pogosto v opredelitvah tako matematične pismenosti kot matematične kompetence najdemo zapisane podobne  poudarke, zlasti ko gre za raven uporabe matematičnega znanja na nivoju vsakdanjih situacij.

V Priporočilih Evropskega parlamenta in Sveta  EU (Ur.l. EU, 30.12.2006) je matematična kompetenca opredeljena kot sposobnost usvojitev in uporabe matematičnega načina razmišljanja za reševanje mnogih težav v vsakdanjem  življenju. Pri usvojitvi temeljnih tehnik računanja so poudarjeni postopek, dejavnosti ter znanje. Matematična kompetenca vključuje – v različnem obsegu – sposobnost in pripravljenost za uporabo matematičnih načinov razmišljanja (logično in prostorsko razmišljanje) in predstavljanje (formule, modeli, konstrukcije, grafi in preglednice).

Opredelitev pojma kompetenca je v literaturi sicer različno, z opredelitvami tega pojma se ukvarjajo različne stroke, npr. filozofija, psihologija, sociologija, antropologija, ekonomija; pri opredelitvi le-teh pa lahko izhajamo iz nekaterih temeljnih ugotovitev, ki poudarjajo njihovo kompleksnost in soodvisnost več različnih dejavnikov.  Weinert (Weinert 2001: 50) meni, da kompetenca na splošno vključuje kompleksen sistem ne samo znanja in spretnosti, ampak tudi strategij in rutine, ki so potrebne za uporabo tega znanja in spretnosti, prav tako pa tudi ustrezna čustva in stališča ter učinkovito samoregulacijo teh kompetenc. Če bi strnili, bi lahko reki, da  pojem kompetence pove, kaj naj bi posameznik znal ter kaj v resnici obvlada v teoriji in kaj je sposoben narediti v praksi (Razdevšek Pučko 2004: 52–74).

Pojem kompetenca združuje vse, kar posamezniku omogoča, da kvalitetno živi in dela v informacijski družbi: njegovo znanje, veščine, stališča. Vse, kar se nauči skozi  formalno, neformalno in priložnostno učenje  za svoj osebnostni razvoj, za življenje z drugimi ljudmi, za lažjo zaposljivost, za  vključenost v družbeno življenje in za aktivno državljanstvo.  Poleg tradicionalnih znanj so potrebna vedno nova znanja in veščine, zato je potrebno kompetence neprestano dograjevati skozi vseživljenjsko učenje (http://www.inti.si/index.php?option=com_content).

Tako v posodobljenem učnem načrtu za matematiko za osnovno šolo (Žakelj at. all: 2009: 5) kot tudi v posodobljenem učnem načrtu za matematiko za gimnazijo (Žakelj at all.: 2008: 6-7)  je matematična kompetenca opredeljena  kot sposobnost uporabe matematičnega načina razmišljanja za reševanje matematičnih in interdisciplinarnih problemov. Iz didaktičnega vidika so lahko problemi, ki so, bodisi ozko matematični ali širši, postavljeni v šolski ali  izvenšolski kontekst (npr. poklicni),  med drugim tudi priložnosti za preverjanje razumevanja matematičnih pojmov in postopkov  in delujejo na učenje  motivacijsko. 

V učnem načrtu za matematiko za gimnazijo (Žakelj at all.: 2008: 6-7) je matematična kompetenca opredeljena kot sposobnost uporabe matematičnega načina razmišljanja za reševanje različnih matematičnih in interdisciplinarnih problemov, sposobnost doživljanja matematike kot kulturne vrednote ter sposobnost doživljanja in interpretacije sveta. Pri tem je pomembno, da so intuitivni procesi reševanja podkrepljeni s pravili logike (razmišljanje in izpeljevanje zaključkov, argumentiranje, oblikovanje modelov, formuliranje in reševanje problemov). Matematična kompetenca vključuje (prav tam):

· poznavanje, razumevanje in uporabo matematičnih pojmov in povezave med njimi ter izvaja-nje in uporabo postopkov;

· sklepanje, posploševanje, abstrahiranje in reflektiranje na konkretni in splošni ravni;

· razumevanje in uporabo matematičnega jezika (branje, pisanje in sporočanje matematičnih besedil, iskanje in upravljanje z matematičnimi viri);

· zbiranje, urejanje, strukturiranje, analiziranje, predstavljanje podatkov ter interpretiranje invrednotenje podatkov oz. rezultatov;

· sprejemanje in doživljanje matematike kot uporabnega orodja in kulturne vrednote. 

Podobno navaja učni načrt za  matematiko za osnovno šolo (Žakelj at. all: 2009: 5-6). Matematična kompetenca je sposobnost uporabe matematičnega načina razmišljanja za reševanje različnih matematičnih problemov in problemov iz vsakdanjega življenja. Učitelji z izbiro primernih dejavnosti poskrbijo, da so v procese reševanja vključeni razmišljanje, sklepanje, izpeljevanje zaključkov idr.
Matematična kompetenca vključuje temeljno poznavanje števil, merskih enot in struktur, odnosov in povezav, osnovnih postopkov, matematičnih simbolov in predstavitev v matematičnem jeziku, razumevanje matematičnih pojmov in zavedanje vprašanj, na katera lahko matematika ponudi odgovor. Učenci se pri pouku matematike naučijo predvsem osnovnih znanj, spretnosti in odnosov, ki pa jih pri nadaljnjem izobraževanju seveda še nadgradijo in poglobijo«.

V povezavi z naravoslovnimi predmeti pa je v obeh omenjenih učnih načrtih zapisana tudi  naravoslovno-matematična kompetenca za razvoj kompleksnega mišljenja: Iskanje, obdelava in vrednotenje podatkov iz različnih virov: zmožnost presoje, kdaj je informacija potrebna; načrtno spoznavanje načinov iskanja, obdelave in vrednotenja podatkov; načrtno opazovanje, zapisovanje in uporaba opažanj/meritev kot vira podatkov; razvijanje razumevanja in uporabe simbolnih/grafičnih zapisov; uporaba IKT za zbiranje, shranjevanje, iskanje in predstavljanje informacij.

Na razvoj kompetenc bi morali biti pozorni pri vseh predmetih, seveda iz različnih vidikov in z različnimi poudarki. Kljub vsemu bodo verjetno posamezni predmeti določeno  kompetenco bolj razvijali kot ostale kompetence. Tako npr. učenci pri matematiki sicer bolj  poudarjeno razvijajo matematično kompetenco, ki je opredeljena kot   sposobnost uporabe matematičnega načina razmišljanja za reševanje različnih matematičnih in interdisciplinarnih problemov, sposobnost doživljanja matematike kot kulturne vrednote ter sposobnost doživljanja in interpretacije sveta. Seveda pa tudi pri pouku matematike razvijajo druge kompetence. V kontekstu matematičnih vsebin, razvijajo slušno razumevanje, govorno sporočanje, bralno razumevanje in pisno sporočanje. V povezavi s slovenščino ob branju matematičnega teksta (npr. besedilni problemi, učenje iz učbenika, splet) razvijajo bralne strategije, bralne sposobnosti, odnos do branja, interes za branje; skrb za razvijanje strokovne terminologije.

3 Razvijanje matematične pismenosti skozi reševanje problemov

Poslanstvo učitelja ni zgolj prenašanje matematičnih vednosti, pač pa vzbujanje in spodbujanje zanimanja, radovednosti ter spoznavnih potreb. Didaktiki matematike se dandanes vedno bolj zavedajo, da je treba matematične naloge oblikovati tako,  da pri učencu vzbudijo zanimanje za matematiko ter uvid v osmišljanje matematičnih vsebin. Naloge, ki izhajajo iz problemskih situacij,  jih mora biti učenec sposoben doživeti, saj bo le tako lahko pokazal zanimanje za njihovo reševanje in se bo problema lotil samostojno. 
Reševanje problemov, pri katerih postopki reševanja učencem niso vnaprej znani,  spodbujajo razvoj matematičnega razmišljanja ter posledično vplivajo na kognitivni razvoj učenca ter izgrajevanje pojmovnih predstav. Življenjski problemi osmišljajo matematično vsebino, motivirajo učence za delo, so priložnost za matematiziranje in reflektiranje matematičnih znanj.  

Problemsko znanje v širšem pomenu, se nanaša na zmožnost povezovanja in uporabe konceptualnega in proceduralnega znanja v novih situacijah. Izraža se z:

· zmožnostjo prepoznavanja in formuliranja problemov v problemski situaciji,

· obravnavanjem zadostnosti in konsistentnosti podatkov,

· uporabo strategij, podatkov, modelov in ustreznih matematičnih orodij pri reševanju matematičnih problemov,

· zmožnostjo izvajanja raznih miselnih veščin (npr. prostorsko, induktivno, deduktivno, statistično, proporcionalno mišljenje) v novih okoliščinah,

· presojo o smiselnosti in ustreznosti rešitve. 

Kognitivna psihologija ugotavlja, da se mehanizmi učenja, v povezavi z doživljanjem učenca, pri zapomnjenju manj smiselnih snovi drugačni, kot pri učenju smiselnih snovi (slika 1).
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Slika 1:  Učenje smiselnih in manj smiselnih snovi, Vir: Žakelj 2004: 65

Če učenec učenje  doživlja kot smiselno, pomeni večjo verjetnost, da bo znanje ponotranji. Problemi, ki izhajajo iz  življenjskih izkušenj, so običajno  najbolj prepričljivi. Spoznanje, ob konkretnem primeru, da je  definicija oz. trditev, ki jo obravnavajo pri  pouku, uporabna tudi v življenju, olajša  učencu uvid v smiselnost formalnega  matematičnega  znanja. Formule, pravila, zakonitosti, postanejo zanj bolj "naravne", ker imajo svojo aplikacijo v naravi. 

Pri raziskovanju in reševanju problemov se učenci učijo: povezovati znanje znotraj matematike in tudi širše (interdisciplinarno), razvijati kreativnost in ustvarjalnost, postavljati ključna raziskovalna vprašanja, ki izhajajo iz življenjskih situacij oz. so vezana na raziskovanje matematičnih problemov, kritično razmišljati o potrebnih in zadostnih podatkih, interpretirati, utemeljiti, argumentirati rešitve, posploševati, abstrahirati, razvijati kritični odnos do rešitev, razvijati kritični odnos do interpretacije rezultatov, razvijati matematično mišljenje: abstraktno-logično mišljenje in geometrijske predstave, izražati se ustno, pisno ali v drugih izraznih oblikah, dekodirati in prevajati matematične situacije iz naravnega jezika v simbolni jezik in obratno, interpretirati in uporabljati različne oblike predstavljanja (fizični ali abstraktni modeli, slikovne predstavitve, formule, prikazi, tabele, vzorci, geometrijske konstrukcije idr.), izbrati primerna sredstva in predstavitve za izražanje in sporočanje rešitev. 

Glede na didaktično razsežnost, ki jo problemi upoštevajo, lahko probleme delimo na probleme, ki (Žakelj 2004: 102): 
- osmišljajo matematično vsebino in nudijo priložnost matematiziranja,

- omogočajo reflektiranje matematičnih znanj,

- razvijajo procesna znanja oz. različne strategije pri reševanju problemov.

V tabeli 1 z navedbo komponent matematične pismenosti definirane v raziskavi PISA 2006 in didaktičnih vidikov reševanja problemov, predstavljamo možnosti za razvoj matematične pismenosti skozi reševanje problemov.

	Didaktični vidiki reševanja problemov
	Komponente matematična pismenosti (PISA 2006)



	Reflektiranje matematičnih znanj (uporaba matematičnih znanj pri reševanju problemov).
	Matematična vsebina.

	Procesna znanja potrebna za reševanje problemov.
	Razredi kompetenc: reproduciranje, povezovanje in reflektiranje.

	Osmišljanje matematičnih skozi matematiziranje (problemi z realnimi življenjskimi situacijami).
	Situacija: osebna, izobraževalna, poklicna, javna oziroma širše družbena ali znanstvena.


Tabela 1: Didaktični vidiki reševanja problemov in komponente matematične pismenosti PISA 2006
Reševanje problemov  je povezano z: reflektiranjem matematičnih znanj, ki temelji na poznavanju in uporabi matematičnih vsebin v novih situacijah,  z obvladovanjem procesnih znanj, katerih raven uporabe opišemo  s kompetenčnimi razredi ter s sposobnostjo matematizacije znotraj izbrane situacije (npr. osebne, javne idr.). Reševanje problemov z življenjskimi situacijami zahteva sposobnost uporabe šolskega znanja in spretnosti v manj strukturiranem kontekstu kot je šolska situacija. Reševalci morajo sprejemati odločitve o tem, katere informacije in znanje so v dani problemski situaciji pomembne in kako naj jih smiselno uporabijo. 

Prvi korak pri reševanju tovrstnih problemov je prepoznati in opredeliti problem. Sledijo koraki, ki so opisani v procesu matematizacije.

4 Matematizacija in reflektiranje matematičnega znanja skozi reševanje problemov

Del matematične pismenosti je uporaba matematike kot jezika izražanja določenih lastnosti in odnosov. Proces uporabe matematike imenujemo matematizacija. Proces matematizacije lahko predstavimo s petimi koraki:

1. seznanjanje s problemom, postavljenim v realno okolje,

2. prepoznavanje matematike in matematičnih pojmov v problemu,

3. preoblikovanje problema v matematični problem glede na prepoznane matematične pojme in odnose in odstranjevanje realne situacije,

4. reševanje matematičnega problema,

5. prenos rešitev matematičnega problema v realni problem.

Opisani koraki matematizacije so osnovni koraki uporabe matematike v življenjskih situacijah, ki so običajno večplastne. Vedno več poklicev zahteva sposobnost razumevanja, posredovanja informacij, pojasnjevanja pojmov in postopkov, ki temeljijo na matematičnem razmišljanju, opisanem s koraki matematizacije. Posledice nesposobnosti uporabe matematike v osebnih situacijah lahko povzročijo napačne osebne odločitve in napačno delovaje.

Pri učenju matematike oz. pri pouku naj bi učenci reševali tako probleme katerih cilji so izvajanje različnih bolj ali manj zahtevnih  matematičnih operacij, kot tudi probleme, ki preverjajo  uporabo matematike v realnem svetu. V nadaljevanju navajamo primerjavo tovrstnih primerov tudi z didaktičnega vidika. 
Situacijo,  ki se osredotoča samo na matematične predmete, simbole oz. strukture in ne vključuje stvari zunaj matematičnega sveta, smo ilustrirali s primerom 1. V nadaljevanju pa smo s primerom 2 pokazali, kako dano matematično situacijo iz primera 1  vpeti v širši  kontekst, v realistično situacijo.

PRIMER 1 

	Naloga

Za katere vrednosti spremenljivke x  leži premica z enačbo y  = – 0,7∙x  + 208 nad premico z enačbo y = – x  + 220 


Cilji naloge v primeru 1 so namenjeni predvsem izgrajevanju matematičnih pojmov in učenju procedur, kot so: rešiti sistem linearnih enačb grafično ali analitično. Situacija, v katero je naloga postavljena je matematična.

Lahko pa matematično situacijo iz primera 1 vpnemo v realistično situacijo. Naloga v primeru 2 v izhodišču ni izražena v matematični obliki. Učenec  mora problem najprej razumeti, v njem prepoznati matematiko, situacijo prevesti v matematični kontekst in nato  problem rešiti ob upoštevanju splošnih strategij in korakov matematizacije. Matematični del naloge pride do izraza šele po tem, ko učenec v realističnem kontekstu prepozna matematiko.
PRIMER 2
	Naloga: Srčni utrip (PISA 2006: 23)
Iz zdravstvenih razlogov bi morali ljudje omejiti svoje napore, da ne bi presegli določene frekvence srčnega utripa. Dolga leta je veljalo: Priporočeni maksimalni srčni utrip = 220 – starost. Danes:  Priporočeni maksimalni srčni utrip = 208 – (0,7 ∙ starost). V časopisu je pisalo: Če uporabimo novo formulo namesto stare, se priporočeno maksimalno število utripov srca na minuto pri mladih ljudeh malo zniža, pri starejših pa malo zviša. Od katere starosti naprej se pri uporabi nove formule priporočeno maksimalni srčni utrip zviša? Prikaži svoje delo.


Cilji naloge v primeru  2 so prepoznati matematiko v realni življenjski situaciji in preoblikovati življenjski problem v matematični problem. Potrebno je prepoznati spremembo v odvisnosti in primerjavo dveh odvisnosti ter preoblikovati odnose v matematične algebraične izraze, izvesti matematične procedure oz.  rešiti sistem. V zadnjem koraku je potrebno izpeljati odločitve in interpretirati matematične rešitve v smislu realnega sveta.

Situacija, v katero je naloga postavljena  je osebna, življenjska, kontekst ni zgolj matematični.

Koraki matemtizacije za dani primer bi bili: 

1. Prvi korak: Seznanjanje  s problemom, postavljenim v realno okolje. 

2. Drugi korak: Prepoznavanje matematike in matematičnih pojmov v problemu.   

Dani dve »življenjski  formuli« je treba razumeti  in ugotoviti matematični pomen. Predstavljata odnos med priporočenim maksimalnim srčnim utripom in starostjo osebe.

3. Tretji korak:  Preoblikovanje problema v matematični problem in postopno odstranjevanje realne situacije.

Problem prestavimo v matematično okolje. Odnose preoblikujemo v matematične algebraične izraze in rešimo sistem. 

Postavitev sistema: y = 220 – x in y = 208 – 0,7∙x.

Lahko se odločimo tudi za grafičen prikaz odvisnosti.

Ti trije koraki nas pripeljejo do matematičnega problema, ki je v točki 4 enak reševanju naloge  iz primera 1.

4. Četrti korak:  Reševanje  matematičnega problema. 

Rešitev sistema y = – x  + 220 in y  = – 0,7∙x  + 208:   x = 40,  y = 180.

Rešitev nas pripelje do ugotovitev, da se premici sekata v točki T(40, 180). Premica z enačbo y  = – 0,7∙x  + 208 leži nad premico z enačbo y =  – x + 220 za vrednosti x, ki so večje od 40.
5. Peti korak:  Prenos rešitev matematičnega problema v realni svet.

Povezan je z vprašanjem: Kaj je pomen matematične rešitve v smislu realnega sveta? Če je oseba stara 40 let ima lahko maksimalni srčni utrip 180 po obeh formulah. Sicer staro pravilo dovoljuje višji utrip mlajšim osebam, nova formula pa starejšim dopušča nekoliko višji srčni utrip. Od 40. leta dalje, se pri uporabi nove formule, priporočeno maksimalni srčni utrip zviša. 

Pri prenosu rešitev matematičnega problema v realni svet, je zelo pomembno zavedanje omejitev danega izračuna. Pri tem se  učimo kritičnega vrednotenja rezultatov,  zavedanja, da ne poznamo vseh pogojev, da bi lahko slepo prenašali rezultate, da je formula le navidezno znanstvena idr.

Tako primer 1, kot primer 2 v veliki meri preverjata enako matematično znanje, razlikujeta pa se glede na kontekst, v katerega sta nalogi postavljeni. Primer 1 se osredotoča le ne matematične objekte in procese, primer 2 pa prikazuje, kako matematiki pogosto »delajo matematiko«, kako ljudje uporabljajo matematiko in kako bi morali ljudje uporabljati matematiko, da bi lahko v celoti in odgovorno sodelovali v družbi. Primarni izobraževalni cilji za vse učence bi morali biti učenje matematizacije.

Poleg obstoječih matematičnih problemov naj bi učeni v pri pouku reševali tudi realistične probleme, ki imajo, če so primerno zastavljeni in vpeljani v pouk,  pomembne didaktične razsežnosti. Vprašanja odprtega tipa običajno  zahtevajo od učencev širši odgovor, prikaz korakov in pristopov s katerimi so prišli do odgovora oz. razlago postopka s katerimi so prišli do rešitve. Glavna značilnost vprašanj odprtega tipa je, da omogočajo prikaz različnih učenčevih sposobnosti, saj učenci podajo rešitve na različnih ravneh matematične zahtevnosti. Pri odprtih problemih vprašanja niso natančno postavljena, temveč je nakazana samo smer raziskovanja problemske situacije. Zato je tudi odgovor odvisen od zastavljenega vprašanja, od cilja, ki si ga reševalec zastavi.
Za naloge iz učbenika ali pri preverjanju znanja v šoli, učenci pogosto vedo,  kateri postopek reševanja morajo uporabiti. Pri reševanju resničnih, življenjskih problemov navadno nimajo na voljo dobro znanih postopkov in metod. Take vrste nalog so povezane z matematiko diskretno. Nalogi, ki preverjata matematično pismenost v smislu sposobnosti matematizacije, zlasti tistega dela, ki preverja preoblikovanje problema v matematični problem glede na prepoznane matematične pojme in odnose in odstranjevanje realne situacije, sta nalogi  v primeru 3 in 6. Čeprav tudi nalogi v primerih  4 in 5 razvijata procesna znanja, pa so  pri teh dveh nalogah glavni cilji usmerjeni v izgrajevanje matematičnih pojmovnih predstav.

PRIMER 3

	Naloga: Pisala  (Žakelj 2004: 101)
V trgovini Pisala stanejo štiri nalivna peresa 120 EUR, 7 kemičnih svinčnikov pa 196 EUR. Pri nakupu nalivnih peres daje trgovina popust. Za deset plačanih nalivnih peres, dobi kupec  eno nalivno pero zastonj. Jure želi kupiti pisala čim bolj ugodno. Opiši, kako razmišlja Jure pri nakupu pisal. Razmisli o pogojih za nakup večjega števila pisal.


Situacija, v katero je postavljena naloga Pisala je osebna, življenjska, kontekst ni zgolj matematični. 

Raziskovanje tovrstnih problemov je v prvi vrsti namenjeno učenju procesnih znanj. Ob njih se učenci učijo uvida v problemsko situacijo, samostojnega postavljanja vprašanj in ciljev raziskovanja, prevoda realističnega problema v  matematični kontekst oz. korakov matematizacije. Ob analiziranju dane situacije z vidika matematičnih rešitev in osebnih potreb posameznika, razmišljajo o prenosu matematičnih rešitev v realni svet. Pri tem se učijo sklepanja, analitičnega mišljenja in kreativnosti.   
Reflektiranje matematičnih znanj je pri učenju matematike do neke mere vedno prisotno. Dodatno pa lahko reflektiranje spodbujajo še  različne aktivnosti, ki so ciljno usmerjene v določene vsebine: opazovanje, izdelovanje, uporaba geometrijskih modelov;  eksperimentiranje, izvajanje meritev v učilnici ali naravi;  zbiranje, urejanje, analiziranje, predstavitev in interpretiranje podatkov;  predstavitev pojmov z diagrami, modeli, risbami; ocenjevanje; približno računanje; samostojno iskanje virov; iskanje podobnosti; argumentiranje ipd. Vse te aktivnosti, ki so na prvi pogled med sabo različne, imajo skupno lastnost, da ob izvajanju spontano reaktivirajo matematične procese in povzročijo matematično reflektiranje.
Ko rešujemo odprte probleme pri pouku, spodbujamo, da učenci postavijo čim več  vprašanj. Pogovorimo se, na katera vprašanja bomo zmogli in znali odgovoriti. Izberemo eno ali nekaj vprašanj, na katera bomo poiskali odgovore. Zgled odprtega  problema je tudi naloga v primeru 4, ki pa je v nasprotju s prejšnjim primerom, predvsem matematični problem. Didaktična moč take naloge je predvsem v izgrajevanju matematičnih pojmov. Pri raziskovanju učenec trikotnike predstavi na konkretni ravni (izdelovanje modelov), slikovni ravni (risanje slik), simbolni ravni (zapis ploščine) in na koncu na abstraktni, seveda odvisno od starosti in njegovega znanja  matematike. Didaktični pristopi, ki učence spodbujajo  k različnim predstavitvam, ustvarjajo za učenca večje možnosti,  da si dopolnijo oz. zgradijo pravilne pojmovne predstave,  kot bi jih imeli, če bi dani problem reševali npr. le na  simbolni ravni: izračunaj ploščino trikotnika  pri danih podatkih ali izračunaj višino na stranico pri danih podatkih ipd.. Dejavnosti učenca pri reševanju takega izziva so: samostojno iskanje pristopov pri reševanju, opazovanje in ugotavljanje odnosa med geometrijskimi elementi v ravnini, risanje skic, slik, opazovanje, merjenje, analiziranje dane situacije in povezovanje podatkov (Žakelj 2003: 47).

PRIMER 4
	Naloga: TRIKOTNIKI 

Razišči trikotnike s ploščino 15 cm2


Cilji naloge so: videti različne možnosti matematičnega raziskovanja, prepoznati problem in formulirati vprašanje. Situacija v primeru 4 pa je v nasprotju z nalogama v primerih 2 in 3, zgolj matematična.

V nasprotju z vprašanji odprtega tipa pa vprašanja  zaprtega tipa  od reševalca pričakujejo konkreten odgovor. Pri zaprtih problemih je vprašanje natančno postavljeno, tako da sta cilj reševanja oz. rešitev natančno določena oz. pričakovana v naprej, v ospredju je uporaba matematičnega znanja. Tak je primer 5.

PRIMER 5
	Naloga: Smučke
Trgovina »Smučke« prodaja domače in uvožene smuči. V trgovini je visel oglas: »Prodajamo domače in uvožene smuči, cene so različne, povprečna cena je 300 €.« Katera od navedenih trditev je glede na  oglas zagotovo pravilna?
A Večina smuči stane med 200 € in 400 €.

B Polovica smuči stane manj kot 300 € EUR, polovica smuči pa stane več kot 300 €.

C Vsaj ene smuči stanejo 300 €.

D Nekaj smuči stane manj kot 300 €.


Izziv reflektira matematično znanje, preverja uporabo in razumevanje pojma  aritmetična sredina v situaciji, ki je večplastna. Kljub navidezni realni situaciji, je situacija predvsem matematična. Naloge preverja v prvi vrsti matematične pojme in je kot taka namenjena izgrajevanju matematičnega znanja. Cilji naloge so: interpretirati predpostavke in povezave, razumeti in uporabiti pojem aritmetične sredine, sklepati in utemeljevati. 

PRIMER 6

Ob reševanju problema  kot ga navajamo v nadaljevanju,  v primeru 6, se učenci učijo raziskovanja in iskanja izvirnih matematičnih  pristopov za predstavitev realistične situacije in uporabe orodij za obdelavo podatkov. 

	Naloga: Indonezija  (PISA 2006: 27)

V tabeli je prikazano nekaj podatkov o indonezijski  populaciji in njeni porazdelitvi po otokih. Eden izmed glavnih izzivov Indonezije je neenakomerna porazdelitev populacije po otokih. Na različne načine grafično predstavi  neenakomerno porazdelitev  indonezijske populacije.

regija

velikost območja km2

% celotnega območja

populacija l. 1980(v milj.)

% celotne populacije

JAVA

132 187
6,95
91, 281
61,87
SUMATRA

473 606

24,86

27,981

18,99

BORENEO

539 460

28,32

6,721

4,56

CELEBES

189 216

9,98

10,377

7,014

BALI

5561

0,30

2,470

1,68

IRIAN JAYA

421 981

22,16

11,45

5,02

SKUPAJ

1 905 569

100

147,384

100

Tabela 2: Porazdelitev populacije po otokih Indonezije in velikost posameznih otokov 


Načini predstavitve dane situacije povedo  tudi o matematičnem razmišljanju in znanju reševalca. Z rešitvijo učenec predstavi tudi  globino uvida v dano situaciji. Oglejmo si Markovo in Janino rešitev.

a) Rešitev učenca Marka
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Diagram 1: Odstotki velikosti območij in odstotki prebivalstva po otokih 

Marko je s stolpčnim prikazom predstavil odstotke velikosti območij otokov  glede na celotno površino in odstotke prebivalstva po otokih  glede na celotno prebivalstvo. S stolpčnim prikazom je »direktno« predstavil numerične podatke iz tabele, brez dodatnih analiz ali preračunavanja danih podatkov.  Predstavil je to, kar je v tabeli zelo razvidno, da na Javi, ki predstavlja manj ko 7% celotnega območja, živi skoraj 62% populacije in podobno za  druge otoke. Povezal je dano situacijo v tabeli z znanjem o prikazovanju podatkov. 

b) Rešitev učenke Jane
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Diagram 2: Število prebivalcev po otokih (v milj.)  glede na velikost območij (km 2).
Iz Janine predstavite se vidi, da je o neenakomerni poseljenosti razmišljala nekoliko drugače kot Marko. Izziv je povezala s prikazom odnosa med velikostjo  otokov in številom prebivalstva. Z razsevnim diagramom je prikazala, da seveda med njima ni premesorazmernsoti, kar z drugimi besedami pomeni neenakomerno poseljenost.

Različni pristopi  reševanja in rešitve, učitelju omogočajo vpogled v raven in kakovost doseženega znanja učenca.  Izziv o neenakomerni poseljenosti je zelo lepo izhodišče tudi za povezovanje z drugimi predmetnimi področji npr. geografijo ali z zgodovino (kako je bilo v preteklosti), s podnebnimi spremembami ipd.. Razširitev problema pa ne omogoča le reflektiranje matematičnih znanj, temveč tudi učenje veščine kritičnega iskanja, razumevanja, vrednotenja in uporabe podatkov  pri reševanju problemov. Reševanje problema prispeva k razvoju posameznika pri  kritičnem  presojanju podatkovnih virov predstavljenih vsebin, v znanosti, pri izobraževanju in v vsakdanjem življenju. 

Podatki v nalogi v primeru 6 so že zbrani in učencem podani. Lahko pa bi šli korak nazaj, k samostojnemu zbiranju in iskanju podatkov. Prvi korak pri reševanju tovrstnih problemov je prepoznati in opredeliti problem tako, da bo nakazana rešitev z uporabo podatkov. Osnova za prepoznanje potrebe po določenih podatkih je  zmožnost domnevanja vnaprej in predvidevanja, predpostavljanja, s kakšnimi podatki in na kakšen način bi bil problem rešljiv .

Naslednji korak je  razgledanost po obstoječih podatkovnih virih glede vrste podatkov in načinov iskanja ter dostopa do njih.  Arhivi podatkov so - podobno kot knjižnice za splošne informacije - eden od naslovov, kamor se lahko obrnemo. Producenti podatkov, kot so statistični uradi, mednarodne organizacije (npr. ILO), znanstveni inštituti in agencije in drugi dostikrat z večjimi ali manjšimi omejitvami omogočajo dostop in uporabo njihovih podatkov.

Naslednji pogoj za njihovo uporabo je ovrednotenje podatkov. Večina podatkov je namreč skonstruiranih skozi postopek zbiranja, običajno s pomočjo inštrumentov. Kadar je na voljo več virov podatkov, lahko izberemo enega najbolj ustreznega ali kombiniramo več virov hkrati, npr. v multimetodskem pristopu.

Zadnji vidik je povezan tudi s poznavanjem omejitev pri delu s podatki, ki izhajajo iz etičnih načel. Posebej kadar je problem zaupnost podatkov, upoštevanje avtorstva in, kadar so stvari objavljene, pravico javnosti do resnice. 

3 Zaključek


Kaj bi lahko rekli za zaključek o odnosu  med matematičnim znanjem in  matematično pismenostjo? 

Matematično pismenost pomeni upoštevanje matematičnih principov pri razlagi oziroma razumevanju pojavov  v naravi in družbi. Omogoča lažje sporazumevanje - formule, modeli, grafični prikazi ipd. imajo univerzalno uporabno vrednost. Pojem matematična pismenost  vključuje tudi sposobnost natančnega izražanja, razlikovanja med različnimi trditvami (npr. domneva, dejstvo, dokaz), kar omogoča  lažje oblikovanje lastnega stališča in presojanje stališč in trditev drugih ljudi.

Matematična pismenost temelji na  matematičnem znanju in  zaživi v naravnem in socialnem okolju. Posameznik jo razvija vse življenje. Razvijanje komponent matematične pismenosti  omogoča reševanje problemov z življenjskimi situacijami, ki  zahtevajo sposobnost uporabe šolskega znanja in spretnosti v manj strukturiranem kontekstu kot je šolska situacija. Reševalci morajo sprejemati odločitve o tem, katere informacije in znanje so v dani problemski situaciji pomembne in kako naj jih smiselno uporabijo. 
Glede na definicijo matematične pismenosti v raziskavi PISA 2006 matematične vsebine predstavljajo predvsem obseg tistih matematičnih vsebin, ki naj bi se jih učenci naučili za življenje in se nekoliko razlikujejo od matematičnih vsebin, ki so značilne za učne načrte. Lahko bi rekli, da so problemi, z začetnim oblikovanim nematematičnim kontekstom, ki vplivajo na rešitev in njeno interpretacijo,  za vrednotenje matematične pismenosti ključni. Matematično pismenost razvijamo s holističnim pristopom učenja in poučevanja: z raziskovalno dejavnostjo, reševanjem problemov iz vsakdanjega življenja, vključevanjem aktualnih vsebin in sodobnih tehnologij, povezovanjem znanj znotraj predmeta in medpredmetno ipd.

V šolskih kurikulih je predmet matematika eden od temeljnih splošno-izobraževalnih predmetov v šoli. Matematika je opredeljena kot znanost in umetnost, ki  razkriva lepoto in ozadje procesov v naravi. Pri pouku matematike si učenci oblikuje  osnovne matematične pojme in strukture, kritično mišljenje, miselne procese, sposobnosti za ustvarjalno dejavnost, formalna znanja in spretnosti ter spoznajo tudi praktično uporabnost matematike,  ki je tesneje povezan z matematično pismenostjo. Za učence je pomembno oboje: na eni strani  jim pridobljeno matematično znanje in zmožnosti, ki jih razvijejo, nudijo stabilno oporo pri mišljenju in odločanju v vsakdanjih življenjskih situacijah in pri učenju ostalih predmetov, po drugi strani pa je temeljno matematično znanje pomembno za nadaljnje izobraževanje. 
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UČENJE








UČENJE SMISELNIH SNOVI


(glede na doživljanje učenca)











UČENJE MANJ SMISELNIH SNOVI


(glede na doživljanje učenca)








večkratno ponavljanje


utrjevanje najprej naučenega


uporaba mnemotehničnih pripomočkov





samostojno povezovanje


strnjevanje


iskanje bistva in lastnih primerov


reševanje raznolikih, vse kompleksnejših problemov ob uporabi in kombinaciji naučenih principov in podobno











Operacijo delno financira Evropska unija iz Evropskega socialnega sklada ter Ministrstvo za šolstvo in šport. Operacija se izvaja v okviru Operativnega programa razvoja človeških virov v obdobju 2007-2013, razvojne prioritete: Razvoj človeških virov in vseživljenjsko učenje; prednostne usmeritve: Izboljšanje kakovosti in učinkovitosti sistemov izobraževanja in usposabljanja.
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