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Uvod

Ta knjiZica predstavlja teoretsko osnovo projekta MERIA in je namenjena predvsem
kot podpora pri oblikovanju scenarijev in modulov znotraj projekta ter analiziranju in
vrednotenju njihovih ucinkov.

Cilj projekta MERIA je spodbujanje uporabe pomembnih, zanimivih in uporabnih
matemati¢nih dejavnosti pri pouku matematike v srednjih Solah. Glavna hipoteza
projekta je, da se dijaki s pomocjo takSnih dejavnosti resneje lotijo matemati¢nih
problemov kot pri reSevanju vaj z uporabo vnaprej dolocenih metod. V resnici je
»paradigma vaj« v Stevilnih vsakodnevnih praksah poucevanja matematike (vklju¢no
s predmeti na srednjeSolski in celo univerzitetni ravni) morda poglavitni dejavnik, ki
oblikuje splosno mnenje dijakov o matematiki kot nezanimivi (dolgo¢asno rutinsko
delo), nepomembni (vsaj za njih) in neuporabni (razen pri opravljanju izpitov).
Alternativo, ki jo ponuja in uveljavlja ta projekt, bi lahko na grobo oznacili kot
poucevanje matematike s preiskovanjem, pri ¢emer vaje nadomestijo razlicne vrste
»preiskovalnih dejavnosti«. NaSe poglavitne naloge so potemtakem oblikovanje
taksnih dejavnosti, njihovo preizkusanje v praksi in Sirjenje teh dejavnosti med ucitelji.

Projekt smo Zeleli osnovati na resnih in vizionarskih raziskavah o tem, kako izpeljati
navedene naloge. Iz tega razloga smo v pricujocem delu zbrali predstavitev
pomembnih pristopov in idej iz raziskovalne literature. Delo je razdeljeno na Stiri
poglavja:

Poglavje 1 predstavi sploSno idejo »preiskovanja« v matematicnem izobraZevanju z
zgodovinskega vidika in z ozirom na to, kako bi ga lahko definirali v danasnjem c¢asu
(na splosno in relativno na Siroko).

Poglavje 2 navaja sploSne strategije za izvajanje preiskovanja kot dejavnosti dijakov v
razredu.

Poglavji 3 in 4 predstavita dva podrobnejsa - in dobro uveljavljena - raziskovalna
programa za oblikovanje poucevanja matematike s preiskovanjem:

Teorija didakti¢nih situacij pri matematiki, ki stremi k vkljucitvi dijakov v »situacije,
podobne raziskovanju« (sorodno matematikom), ki so sestavljene iz faz resevanja,
formulacije hipoteze in njene verifikacije oz. dokazovanja.

Ucenje matematike v realnem kontekstu, pri katerem dijaki izgrajujejo matemati¢ne
pojme z reSevanjem problemov v Kontekstih, ki so za njih »realni«, preko
»matematizacije« teh kontekstov.

Literaturo smo navajali sproti za tiste, ki bi Zeleli doloCen element raziskati globlje, kot
smo to lahko storili v priCujoCem delu. Priloga vsebuje pregled najpomembnejse
referencne literature v okviru tega projekta. Na koncu priro¢nika se nahaja Se slovar
najpomembnejSih posebnih izrazov, uporabljenih v tem besedilu.



1. Kaj je poucevanje matematike s preiskovanjem?

Preiskovanje bi lahko ohlapno definirali kot »raziskovanje problema«. Beseda
»raziskovanje« nakazuje, da je trud, ki je vloZen v reSevanje problema, relativno
avtonomen: ne usmerjajo ga druge osebe in ne sledi predpisani rutinski metodi.
Poucevanje matematike s preiskovanjem je torej pristop v poucevanju, ki omogoca
dijakom, da aktivno sodelujejo pri dejavnosti in posledicno svoje obstojece
matemati¢no znanje prilagodijo oz. izgrajujejo novo znanje. Tak$no poucevanje
naj bi izboljSalo dijakovo razumevanje pomena in osnov srednjeSolske
matematike. Se posebej u¢inkovito je, kadar izhaja iz lastne dejavnosti in truda
dijakov.

V tem poglavju bo predstavljen nastanek in podrobnejSi pomen poucevanja
matematike s preiskovanjem. Raziskovanje matemati¢nega izobraZevanja je
pravzaprav privedlo do razli¢nih in dobro uveljavljenih konceptualizacij zgoraj
navedene okvirne ideje - tj. metod poucCevanja matematike, pri katerih dijaki
sprasujejo, raziskujejo, postavljajo hipoteze in razmisljajo o matematicnih idejah.
Vseeno pa je splosni izraz poucevanje matematike s preiskovanjem precej nov.

Da bi lahko razlikovali med poucevanjem matematike s preiskovanjem in drugimi
nacini poucevanja matematike, moramo pojasniti, kaj je misljeno z izrazom
»problem«, na kakSen nacin se razlikuje od naloge oz. vaje in zakaj reSevanje
problema ni enako kot reSevanje vaje. Nazadnje bomo obravnavali Se vlogo
dijakovega zastavljanja vprasSanj o problemu in o znanju, povezanem z njim.
Raziskave kaZejo, da je klju¢no, da se dijaki sami lotijo problema oz. situacije, saj
jih to lahko privede do formuliranja hipotez, raziskovanja in eksperimentiranja z
lastnim znanjem ter do formuliranja reSitev na podlagi lastnih dejanj.

Preden se lotimo opisa komponent poucevanja matematike s preiskovanjem,
bomo na kratko opisali, kako in zakaj se je poulevanje matematike s
preiskovanjem pred Kratkim pojavilo kot krovni pristop k razvoju poucevanja
matematike. MERIA vsekakor ni prva evropska pobuda za promocijo poucevanja
matematike s preiskovanjem. V zadnjem desetletju je Evropska unija financirala
veC obseznih projektov z namenom razvoja, implementacije in vrednotenja
»poucevanja naravoslovja, ki temelji na preiskovanju« na razlicnih stopnjah
izobrazevalnih sistemov (Artigue in Baptist, 2012; Mass in Artigue, 2013; Ropohl,
Ronnebeck, Bernholt in Koller, 2016). Vecina teh projektov se je v okviru
naravoslovja posvecala tudi matematiki. Dejansko je pojem »poucevanja, ki
temelji na preiskovanju« bolj naraven in poudarjen v naravoslovnem
izobraZzevanju kot pa v matemati¢nem izobraZevanju. V matemati¢cnem
izobraZevanju so se razvile bolj ali manj sorodne ideje in pristopi pod oznakami
reSevanje problemov, matematicno eksperimentiranje ali matemati¢no
modeliranje itd. Vendar pa znotraj naravoslovnega (in matemati¢nega)
izobraZevanja obstajajo razli¢nih pristopi k razvoju takSne vrste poucevanja. Ta
priro¢nik podrobneje obravnava dva takSna pristopa v matematicnem
izobraZevanju (poglavji 3 in 4). Sode¢ po projektu Fibonacci v naravoslovnem
izobraZevanju preiskovanje pogosto Crpa iz Cutnih izkuSenj (Artigue idr. 2012, str.



9). Stevilni naravoslovni pojmi so povezani s ¢utnimi izku$njami npr. hitrost, ¢as,
svetloba, sila, pH vrednost, spreminjanje letnih ¢asov itd. Te izkuSnje lahko
nadalje preucujemo v ciklicnih procesih npr. v tako imenovanem modelu petih E-
jev. Model petih E-jev se nanaSa na faze poucevanja naravoslovja, ki temelji na
preiskovanju, pri katerem naj bi dijaki aktivno sodelovali (»engage«), raziskovali
(»explore«), pojasnili (»explain«), natancneje razlozili (»elaborate«) in vrednotili
(»evaluate«) znanje oz. ideje, ki jih bodo razvijali med preiskovalnim procesom
(Bass, Contant in Carin, 2009, str. 91). V okviru modela petih E-jev lahko ¢utne
izku$nje sile ali ¢asa, ekosistemov ali kemicnih reakcij iz vsakdanjega Zivljenja
sluZijo kot izhodisce, ki dijake vkljuci v bolj sistemati¢no preiskovanje pojavov ali
vzrocno-posledi¢nih odnosov. Ti preiskovalni procesi lahko dijake privedejo do
izgrajevanja znanja o naravoslovnih zakonitostih.

Nasprotno bi lahko trdili, da je matemati¢no znanje pogosto zgrajeno na bolj
teoreti¢ni osnovi. Vsekakor lahko v Stevilnih primerih vzpostavimo indukcijo na
podlagi »eksperimentov, npr. za Stevilske vzorce ali specificne primere kakSnega
bolj sploSnega nacela. Toda Artigue in Baptist (2012) trdita, da kumulativni znacaj
matematike predstavlja izziv za neposreden prevzem koncepta preiskovanja iz
naravoslovja (Artigue in Baptist, 2012). V naravoslovju se (raziskovalcevo ali
dijakovo) hipotezo verificira s pomocjo eksperimentov, medtem ko pri
matematiki dokonc¢na verifikacija zahteva dokaz, ki temelji na dedukciji.

Ta Kknjizica predstavlja dva razlicna pristopa k poucCevanju matematike s
preiskovanjem. Prvi pristop vsebuje primere, kako lahko dijakove izkus$nje
uporabimo kot izhodisce za preiskovalni proces. Imenuje se U¢enje matematike
v realnem kontekstu, ki ga je prvotno razvil Hans Freudenthal (Freudenthal,
1991). Drugi pristop je Teorija didakti¢nih situacij, ki jo je prvotno razvil Guy
Brousseau (Brousseau, 1997). Teorija didakti¢nih situacij temelji na ideji, da
dijaki izgrajujejo novo znanje, kadar reSijo problem med prilagajanjem t. i.
didakticnemu miljeju. O Ucenju matematike v realnem kontekstu in Teoriji
didakti¢nih situacij bomo podrobneje spregovorili v poglavjih 3 in 4. V tem
poglavju bomo predstavili osrednje pojme poucevanja matematike s
preiskovanjem, da bi pojasnili njegov izvor, utemeljitve (zakaj ga moramo
uveljavljati) in omejitve (s kaksnimi izzivi se lahko sooci).

Izvor poucevanja matematike s preiskovanjem

Pred dobrim stoletjem so bile zapisane prve formulacije ideje, da bi moralo biti
poucevanje na sploSno povezano z izkuSnjami dijakov in se osredotocati na
dejavnosti dijakov. Pedagoskega raziskovalca Johna Deweya pogosto povezujejo
s frazo »ucenje preko dejavnosti«. Trdil je, da bi moralo poucevanje temeljiti na
aktivnosti dijakov in nacinih, kako lahko dijaki s tem pridobijo znanje (Dewey,
1902). Dewey (1938) je poudaril potencialni pomen preiskovanja in njegovo
vlogo v ucenju in poucevanju - predvsem na naravoslovnem podrocju.
Matematiko je v veliki meri razumel kot orodje ali jezik za ureditev kompleksnih
podatkov in sistemati¢no obravnavo izidov preiskovalnih procesov - na primer
izidov dijakovih dejanj pri eksperimentiranju s fizikalnimi zakoni ali bioloSkimi
sistemi. Ceprav Dewey ni podal jasnih predlogov za ustvarjanje poucevanja



matematike s preiskovanjem, so kasneje Stevilni matematicni pedagogi sledili
njegovim idejam.

Dewey je nasprotoval dolgi tradiciji transmisijskega poucevanja (prenos gotovega
znanja z uctitelja na dijake), ki je tako staro kot veda sama. Veliko matematikov je
menilo, da je poulevanje ponavljanje in da morajo dijaki pri reSevanju
matemati¢nih problemov dano besedilo povedati na pamet oz. posnemati
uciteljevo dejanje. To velja tudi za bolj prakti¢ne in osnovne plati matematike, ki
so povezane z racunskimi tehnikami. Se danes pouc¢evanje matematike ve¢inoma
temelji na ponavljanju prikazanih tehnik in urjenju teh tehnik do popolnosti s
pomocjo neskonc¢nih zaporedij podobnih izracunov. V Stevilnih Solah je splo$na
»Sablona« za poucevanje matematike sestavljena iz uciteljeve predstavitve
dolocene tehnike (npr. formule, pravila, metode itd.), nakar ucitelj svojim dijakom
poda nekaj »tipi¢nih« primerov, kako naj to novo znanje uporabijo pri reSevanju
doloCene vrste matematicnih nalog, nazadnje pa da dijakom Se nekaj zelo
podobnih nalog, da bi vadili to, kar je storil on (Schoenfeld, 1988). En primer tega
je, ko dijakom predstavimo definicijo polinoma druge stopnje in kako poiskati
njegove nicle z reSevanjem enacbe
ax? + bx +c = 0.

Dijakom je nato podana formula

—b +Vb? — 4ac
xl’z - Za .

Nato ucitelj pokaZe dijakom, kako poiskati ni¢le polinoma npr. p(x) = 2x? +
2x — 12 z uporabo dane formule. Preden prosi dijake, da resijo vrsto podobnih
vaj, jim ucitelj lahko da Se vec¢ primerov. Na ta nacin dijaki posnemajo uciteljevo
dejanje, pri cemer morda spregledajo pomen iskanja reSitev in utemeljitev te
metode. Ce pa bi prosili dijake, da resijo enacbe, v katerih ima polinom eno ni¢lo
ali pa nobene realne nicle, bi ustvarili potencial, da dijaki raziS¢ejo pomen nicel
polinomov in resitev enacb.

Rutinske vaje od dijakov zahtevajo zgolj preprosto posnemanje ucitelja, kar
pogosto pocnejo, ne da bi razbrali ali zgradili osnovni princip oz. pomen nalog in
tehnik, ki jih uporabljajo za reSevanje teh vaj (Schoenfeld, 1988). V resnici lahko
dijaki - sCasoma - obravnavajo matematiko kot precej nesmiseln nabor tehnik, ki
se jih morajo nauciti s posnemanjem. TakSen nacin poucevanja dijakom ne
omogoci izkuSenj s Stevilnimi pomembnimi vidiki matematike, kot so: reSevanje
kompleksnih problemov, izgrajevanje doslednih struktur znanja, domnevanje in
dokazovanje, eksperimentiranje s posebnimi primeri itd.

Lahko bi trdili, da je v preteklem stoletju velikemu Stevilu bivSih dijakov
zadostoval prenos znanja in ucenje reSevanja standardiziranih nalog. Vendar pa
danes v Stevilnih drzavah v srednjeSolsko izobraZevanje vstopajo vecje in bolj
raznolike skupine dijakov. Njihovo poucevanje zahteva bolj izpopolnjene
pristope, podprte z raziskavami matemati¢nega izobraZevanja. Raziskovalno
podrocje matematiCnega izobrazevanja je nastajalo skozi stoletja, zacelo pa se je



z ucitelji, ki so si izmenjevali misli o lastnem poucevanju in razvili tehnike
poucevanja na podlagi lastnih izkuSenj (Kilpatrick, 2014). Dandanes se morajo
dijaki uciti matematiko na globljih nivojih razumevanja kot v preteklosti, da bi
zadostili druzbenim zahtevam. Neko¢ je bilo obicajno, da so ljudje zakljucili
izobraZevanje pred srednjesolsko stopnjo, da bi vstopili na trg dela. Potrebovali
so zgolj prakticne matematiCne spretnosti, kot so tehnike racunanja in
ponavljanja uveljavljenih postopkov. Danes veliko Stevilo poklicev in visoko
Solstvo zahteva, da imajo dijaki po koncani srednji Soli znanje in kompetence
osnovnega racunanja, statistike, pojma funkcije itd. Narascajoce Stevilo dijakov na
srednjeSolski stopnji, pri ¢emer so nekateri zelo nemotivirani za ucenje
matematike, predstavlja specifi¢en izziv za poucevanje matematike. Ti dijaki
morda preprosto niso sposobni tako zlahka sprejeti prenesenega znanja kot
prejSnje generacije, kar je dodaten razlog, zakaj potrebujemo vec pristopov, ki
temeljijo na preiskovanju. Razumevanje nacinov, kako dijaki razvijajo
matemati¢no znanje, je stalni predmet raziskovanja v matematicnem
izobraZevanju. Matemati¢ni pedagog Mogens Niss je osnovno nacelo tega
zanimanja formuliral na naslednji nacin:
Ce bi razumeli moZne poti u¢enja matematike in ovire, ki lahko te poti blokirajo pri
povprecnih dijakih, bi bolje razumeli, kaj je matematic¢no znanje, uvid in sposobnost
(in kaj to ni), kako se proizvaja, shranjuje in aktivira ter kako ga lahko spodbujamo
(Niss, 1999, str. 4).

Skozi celotno 20. stoletje so se razvijali razli¢ni pristopi k tej temi, najbolj vztrajen
pristop pa je ta, da naj se poucevanje zgleduje po tem, kako profesionalni
matematiki razmisljajo o matematiki, se je ucijo in jo razvijajo.

Na zacetku 20. stoletju so matematiki Fehr, Laisant, Hadamard in drugi zbrali
sistematic¢na porocila o tem, kako oni in njihovi kolegi razvijajo novo matemati¢no
znanje - da bi opredelili raziskovalno dejavnost in da bi raziskovalci lahko sluzili
kot zgled za aktivno udeleZzbo dijakov pri u¢enju matematike (Kilpatrick, 2014).
Taideja je bila prisotna tudi v prvih reformnih gibanjih v povezavi s kurikulumom
za srednje Sole, med katerimi je nems$ki matematik Felix Klein (zacetek 20.
stoletja) uvedel reformni program za izobraZevanje uciteljev, ki je promoviral
prakticna navodila, razvoj prostorske intuicije in funkcionalni pristop k
matematiki (Kilpatrick, 2008). Klein je igral kljucno vlogo v zgodnjem razvoju
raziskovalnega podroc¢ja matemati¢nega izobrazZevanja, Se posebej v odnosu med
raziskovanjem matematike, poucevanjem matematike in raziskovanjem
matemati¢nega izobraZevanja. Njegove ideje Se danes vplivajo na poucevanje
matematike na srednjeSolski stopnji na razlicne in pogosto posredne nacine.
Naslednji val reform, ki ga lahko poveZemo z idejo poucevanja matematike s
preiskovanjem, je uvedba reSevanja problemov v matemati¢no izobraZevanje v
osemdesetih letih. O tem bomo govorili v naslednjem poglavju kot o temeljni ideji
preiskovanja na podroc¢ju matematike.

Znacilnosti preiskovalnih procesov

V tem poglavju predstavljamo pregled idej in konceptov, ki so v preteklem stoletju
usmerjali razvoj poucevanja matematike s preiskovanjem. Osrednji pojem je
problem.



V okviru poucevanja matematike s preiskovanjem je problem vec kot zgolj
dolocena naloga, vaja ali dejavnost. Problem je odprt v smislu, da zahteva
aktivno udelezbo dijakov pri eksperimentiranju, postavljanju hipotez glede
mozZnih reSitev, sporocanju hipotez in moznih strategij reSevanja ter morda
tudi pri postavljanju dodatnih vprasanj, na katera bo treba odgovoriti med
procesom reSevanja problema.

Primer problema bi se lahko glasil tako:
»Predstavljaj si poljubni trikotnik z dolzinami stranic a, b in c. Ce vse
stranice enakomerno povecamo, koliko vecja bo plos€ina poveCanega
trikotnika v primerjavi s ploscino prvotnega trikotnika?«

Odvisno od konteksta podanega problema ta nudi dijakom razlicne moZnosti
sodelovanja pri opredelitvi problema in iskanju resitve. Obstajajo razli¢cne
strategije reSevanja tega problema, odvisno od predznanja dijakov o trikotnikih,
merah stranic, kotov in ploSCin, podobnih trikotnikih in trigonometri¢nih
razmerjih. Dijaki se lahko lotijo povecevanja in eksperimentirajo s povecavo s
pomocjo seStevanja in mnoZenja. Lahko ustvarijo veliko Stevilo trikotnikov, jih
povecajo, zberejo rezultate in formulirajo hipoteze o povecanju ploscine. Nadalje
lahko dijaki raziS¢ejo posebne primere (npr. pravokotne trikotnike) in algebrsko
izpeljejo hipotezo o tem, koliko vecja bo povecana ploSc¢ina. Razli¢ne strategije
reSevanja lahko nato primerjajo, o njih razpravljajo in jih celo verificirajo oz.
preizkusijo na novih trikotnikih. V kontekstu poucevanja matematike s
preiskovanjem je dijakova prednost, ¢e je sposoben slediti razlicnim in lastnim
idejam ter jih med seboj primerjati, povezovati in ovrednotiti, da bi zgradil
trdnejSe znanje. To pomeni, da so dijaki sposobni narediti ve¢ kot zgolj izracunati
plos¢ino trikotnika. Znajo zdruZiti novo znanje z drugimi relevantnimi podrodji,
da bi resili odprte probleme. Znanje, ki ga zgradijo s pomocjo tega problema, se
nanasa na simetrije in funkcije med geometrijskimi liki.

Na podrocju matematike dejanja in izkuSnje, za katera Dewey svetuje, da naj
sluZijo kot izhodiSCe za ucenje, najveckrat motivirajo poskusi reSevanja to¢no
doloCenega problema. Izpostavljeni problem povecave trikotnika je en primer
tega. Problemi so lahko razlicnega znacaja, izvora, teZavnosti, imajo lahko
razli¢no Stevilo moZnih strategij ali resitev itd. Lahko imajo tudi razlicen potencial
za vzbujanje matemati¢ne radovednosti oz. ustvarjalnosti med dijaki. To je
pomembno kot katalizator dijakovega zastavljanja vprasanj o snovi in
eksperimentiranja z njo.

Drugi primeri iz Solske prakse lahko zajemajo dinamicno uporabo racunalniskih
programov ali situacije modeliranja izven matematike. Pri delu s programom za
simbolno racunanje ali programsko opremo za dinami¢no geometrijo z graficnim

okoljem lahko dijak nariSe graf linearne funkcije s formulo f(x)=ax+b. Tukaj ima
dijak moZnost graf vzporedno premakniti ali spremeniti njegov naklon. Dijak
lahko raziskuje, kaj se dogaja z grafom, kadar spremeni koeficiente. Ta problem



lahko spodbuja radovednost in pomaga dijakom razviti znanje o graficnem
prikazu koeficientov a in b. Informacijsko-komunikacijska tehnologija in razlicna
programska oprema na splosno igrata pomembno vlogo v razvoju in podpori
poucevanja matematike s preiskovanjem (glejte npr. Artigue in Baptiste, 2012,
str. 10).

Dijaki se lahko srecajo tudi s Stevilnimi drugimi vprasanji, ki od njih zahtevajo
doloceno znanje, npr. »Ali lahko vsako naravno Stevilo zapiSemo kot zmnoZek
prastevil? Ali ga lahko zapiSemo kot vsoto prastevil?« ali »Kako lahko opiSe$
pospesek svojega kolesa na poti v Solo, ¢e ima$ na voljo meritve hitrosti ob
doloCenih trenutkih?« TaksSna vpraSanja oz. problemi zahtevajo, da dijaki
razvijejo novo znanje. Problemi lahko izhajajo iz popolnoma matematicnih
vprasanj, lahko pa so plod izkusSenj ali dejanj v resnicnem svetu. Problemi,
formuliranje problemov in reSevanje problemov so osrednje komponente
preiskovalnega procesa v poucevanju matematike in igrajo pomembno vlogo v
literaturi o matemati¢nem izobraZevanju. Sedaj bomo podali kratek pregled tega,
kako so bili ti pojmi obravnavani v kontekstu poucevanja matematike v preteklem
stoletju.

ReSevanje problemov kot nacin ucenja

V nastanku poucevanja matematike s preiskovanjem je enako pomemben
element kot postavljanje problemov tudi dejavnost re§evanja problemov. Ceprav
je resevanje problemov od osemdesetih let dalje osrednji element matemati¢nih
kurikulumov v Stevilnih drZavah, v literaturi tistega ¢asa ni bil nov pojem. Leta
1945 je George Pdlya izdal knjigo »Kako reSujemo matemati¢ne problemec, ki
velja za klasitno referenco za pristope reSevanja problemov v okviru
matemati¢nega izobrazevanja (Artigue in Blomhgj, 2013, str. 802). Knjiga opisuje
reSevanje problemov kot dejavnost, ki jo izvajajo matematiki med raziskovalnim
delom. Poudarila je vlogo problemov in hevristi¢nih kompetenc, ki so potrebne za
reSevanje teh problemov. Hevristicne kompetence Crpajo iz znanja snovi in
strategij, ki so potrebne za obravnavanje ne-rutinskih problemov. Problem
trikotnika je takSen problem, tj. ne-rutinski problem za Solski kontekst. Lahko ga
reSimo z uporabo znanja o snovi, npr. o ploscini poljubnega trikotnika, vendar
zahteva tudi, da dijaki razvijejo znanje o podobnih trikotnikih, tako da zdruZujejo
Ze poznane strategije in znanje na nov nacin. V svojem delu Pélya svetuje, da
dijaki uporabljajo strategije, kot so iskanje protiprimerov, skiciranje situacije npr.
s pomocjo grafa, razmiSljanje o posebnih primerih, ugibanje in preverjanje,
dokazovanje s pomocjo protislovja itd. V primeru problema trikotnika bi bila
dobra izhodi$¢na strategija razmislek o posebnih primerih, kot so konkretni
trikotniki ali pravokotni trikotniki. Uporabljeno znanje je lahko definicija, pravilo,
metoda itd. Vse to so znane komponente matemati¢ne dejavnosti na univerzitetni
stopnji. Vendar pa Pélyevo delo ne vsebuje sistemati¢nih napotkov, kako taksne
dejavnosti uresniCiti pri poucevanju matematike na vseh stopnjah
izobraZevalnega sistema.

Schoenfeld je eden od raziskovalcev, ki so Zeleli sistematicno uresniciti Polyeve
ideje v poucevanju matematike. Kritiziral je rabo Pélyevega dela v osemdesetih



letih kot trivializirano (1992, str. 352), natancneje, da ni dovolj poudarila
klju¢nega elementa razvoja hevristi¢nih kompetenc dijakov. Schoenfeld trdi, da
preden se dijaki lotijo dejavnosti reSevanja problemov, morajo razlikovati med
problemi in vajami. Vaje lahko reSimo s pomocjo znanih strategij resevanja,
medtem ko dejavnosti reSevanja problemov zahtevajo razvoj ali kombinacijo
metod in znanja na nove nacine. Schoenfeld poimenuje pomembne elemente v
tem procesu, ki zahtevajo, da dijaki znajo Crpati iz virov. Viri so matemati¢no
znanje posameznika, ki ga lahko uporabi pri zadevnem problemu - intuicija in
neformalno znanje o tem podrocju, dejstva, algoritemski postopki, »rutinski«
nealgoritemski postopki, dogovori (propozicijsko znanje) o dogovorjenih pravilih
dela na tem podrocju. Iz tega se morajo torej dijaki nauciti ¢rpati med procesi
reSevanja problemov: iz njihovega predhodno pridobljenega znanja, kompetenc
in spretnosti ter jih kombinirati z intuicijo in zac¢etno hipotezo odgovora. Da bi to
uresnicili, dijaki ¢rpajo iz lastne hevristike, ki obsega »strategije in tehnike za
napredovanje pri nepoznanih ali nestandardnih problemih; prakticne metode
ucinkovitega reSevanja problemov, ki vkljucujejo: risanje diagramov, uvedba
ustreznega zapisa, raziskovanje sorodnih problemov, preoblikovanje problemov;
retrogradno delo, postopki testiranja in verifikacije« (Schoenfeld, 1985, str. 15).
Te hevristike so podobne Deweyevemu opisu vloge matematike v preiskovalnih
procesih, vendar jih tudi presegajo. Sode¢ po Artigue in Blomhgj (2013) imajo
veliko skupnih znacilnosti s pristopi poucevanja naravoslovja, ki temelji na
preiskovanju, kot so zastavljanje vpraSanj, postavljanje hipotez, sistematicno
eksperimentiranje, sodelovanje, komuniciranje, predstavljanje problema na
razlicne nacine itd., vse z namenom, da bi dijaki razvili novo znanje. Moramo se
zavedati, da hevristi¢ne kompetence vkljucujejo raziskovalni in radovedni odnos
do matemati¢ne dejavnosti.

Vse to bi se lahko odrazalo v problemu povecave trikotnika in njegovih moZnih
strategij reSevanja. Ta problem lahko reSujemo z eksperimentiranjem s
konkretnimi materiali (izdelovanjem trikotnikov), razmislekom o razli¢nih
nacinih preoblikovanja problema (povecava s pomocjo strategij seStevanja ali
mnoZenja), lahko pa se lotimo problema z abstraktnega vidika npr. z obravnavo
posebnega primera, kot je trikotnik s pravim kotom.

Znotraj poucevanja matematike s preiskovanjem je resevanje problemov
dejavnost, pri kateri se pricakuje aktivno udeleZbo dijakov. Vkljucuje dijakovo
uporabo predhodno razvitega znanja, intuicije, okvirnih idej in hipotez pri
raziskovanju in razumevanju problema. Preko eksperimentiranja in novih
nacinov kombiniranja znanja, vklju¢no z znanjem, ki ga razvijejo med
raziskovanjem, dijaki zgradijo novo znanje, ki ga bodo ovrednotili s pomocjo
nadaljnjih eksperimentov. Matemati¢na ustvarjalnost in radovednost dijakov
je gonilna sila procesa reSevanja problemov, ki se nadalje razvija z aktivno
udeleZbo v reSevanju problemov.

Vendar je Se vedno malce nejasno, kako uciti dijake na ta nacin ter kdaj in zakaj
uporabiti posamezni element. Ucitelji morajo razviti probleme, pri katerih bodo



dijaki morali ravnati kot matematic¢ni preiskovalci, vendar pa ucitelji ne smejo
povedati dijakom, kaj naj storijo. Uciteljev ne skrbi le, kako bodo dijakom
omogocili, da pridobijo izkusSnje s problemi, ki so bolj odprtega znacaja kot
obicajne vaje, kot je bilo Ze ponazorjeno s problemom trikotnika, temvec¢ tudi,
kako bodo uspesno izvedli celotni opisani proces reSevanja problema.

Kolicina usmerjanja v poucevanju skozi reSevanje problemov

Ze leta 1938 je Dewey zagovarjal, da morajo u¢ni procesi dijakov temeljiti na
njihovi interakciji s problemom. V idealnem primeru naj bi se tak$na interakcija
odvijala v dialektiki med znanimi in neznanimi situacijami, v katerih naj bi
predznanje dijakov usmerjalo njihovo preucevanje neznanega. Na podlagi tega,
kar dijaki Ze vedo, lahko na primer formulirajo hipotezo in sistemati¢no pristopijo
k problemu med preiskovalnim procesom. Pri problemu trikotnika lahko dijaki
sistemati¢no raziskujejo razmerje med povecanjem trikotnika in povecanjem
plos¢in. Dijaki lahko formulirajo natan¢ne hipoteze o tem razmerju na podlagi
posebnega primera pravokotnega trikotnika. Hipotezo lahko ovrednotijo, tako da
ustvarijo poljubne trikotnike in izracunajo plosCine prvotnega in povecanega
trikotnika. Na osnovi izkuSenj, ki so jih pridobili s temi dejanji, dijaki zgradijo
lastno znanje o preucevanem problemu. Pri problemu trikotnika imajo dijaki
moznost zgraditi znanje o podobnih trikotnikih, sploSno formulo za plos¢ino p =

1. .. : : o v
> absiny, Kkjer je ¥ kot med stranicama a in b, ter razumevanje trigonometric¢nih

razmerij. Za oblikovanje poucevanja, ki temelji na preiskovanju, mora zato ucitelj
ustvariti scenarije, ki mu bodo pomagali razumeti, v kateri fazi preucevanja
problema dijaki ¢rpajo iz predznanja, v kateri ustvarijo hipotezo in v kateri jo
testirajo, v kateri lahko zgradijo novo znanje oz. ga formulirajo na podlagi
(posplositve) dejanj dijakov. V tem pogledu ucitelj deluje kot moderator pri
ustvarjanju in vodenju dijakov med izgrajevanjem njihovega znanja (Godino idr.,
2015). Utitelji bi morali imeti vlogo izkuSenih soraziskovalcev, ki vodijo mlajse
¢lane raziskovalne skupnosti, ne pa vlogo osebe, ki ima odgovore na vsa vprasanja
(Artigue in Baptist, 2012).

V okviru poucevanja matematike s preiskovanjem se odranje dijakove
obravnave problema nanasa na formulacijo problema. Formulacija mora
omogociti dijakom, da razvijejo mnoZico strategij, odvisno od znanja, ki so ga
Ze usvojili. Nadalje mora tudi spodbujati raziskovanje dijakov in njihovo
eksperimentiranje s problemom, ki jih vodi k izgrajevanju novega znanja. V tem
procesu mora ucitelj dijake usmerjati - ne tako, da jim daje odgovore, temvec
kot izkuSeni soraziskovalec, ki postavlja vprasanja in na ta nacin poganja
preiskovalni proces.

Danes na splo$no velja, da reSevanje realnih problemov prispeva k u¢nim izidom
poucevanja matematike: »vec pridobimo z reSevanjem problema kot pa, ¢e nam
nekdo pove pridobljeni odgovor« (Bosch in Winslgw, 2016). Beseda »vec« se
nanasa na zgoraj omenjeno hevristiko in uporabo virov. Morda se zdi tezko
opredeljiva, vendar jo vseeno prepoznamo, kadar naletimo nanjo. StarejSe Studije
nakazujejo, da je za dobro poucevanje skozi reSevanje problemov znacilno
ustvarjanje primernih odnosov med specificnimi dijaki in specificnimi nalogami



(Schoenfeld, 1992, str. 353). Zaradi tega se je zadnjih desetletjih raziskovalna
dejavnost osredotocala na opredeljevanje primernih problemov - morajo imeti
bogat potencial za dijakovo uporabo hevristike in virov. Nadalje se je osredotocala
tudi na raziskovanje nacel poucevanja in vodenja, ki menda ucinkovito pomagajo
dijakom doseci njihov polni potencial. V osemdesetih letih so se priporocila glede
poucevanja gibala od vodene prakse dijakov do prakse, ki je zahtevala, da dijaki
artikulirajo procese kot neke vrste metarefleksijo o lastni praksi. Primer takSne
metarefleksije bi lahko bila pretvorba problema v matematiko, na primer pri
problemu modeliranja dijakovega pospeska med kolesarjenjem do Sole. Poleg
tega je metarefleksija potrebna pri problemu, ki se ukvarja z grafom linearne
funkcije v koordinatnem sistemu in zahteva, da dijaki zberejo konkretne podatke
iz vrste primerov, da bi formulirali hipoteze o koeficientih. Nacela poucevanja se
ticejo tudi izzivov in skrbi uciteljev glede tega, kdaj posegati v dejavnosti dijakov,
kdaj se zadrzati in dijakom ne podati odgovorov oz. kako izvabiti optimalne
strategije (Schoenfeld, 1992, str. 354). Ce ucitelj dijakom predlaga, da razmislijo
o posebnem primeru ali pa grafi¢no prikaZejo podatkovne tocke, da bi izvedli
linearno regresijo oz. skicirajo problem v obliki grafa ali geometrijskega lika, bodo
nekateri dijaki morda to razumeli kot edini moZni nacin resitve problema. Ne zato,
ker bi bili prepricani, da bo ta strategija resila problem, temvec zato, ker je to rekel
ucitelj. Zaradi tega je tezko voditi ali odrati delo dijakov, ne da bi nakazali odgovor.
Pri problemu trikotnika za ucitelja ni trivialna naloga, da usmerja dijake, ki
vztrajajo pri delu na izklju¢no konkretnih primerih. VpraSanje, ¢e njihova
hipoteza velja tudi na splosno, bi lahko privedlo do novih pristopov k problemu,
lahko pa bi bilo prevec zahtevno in v resnici ne bi sluZilo kot vodenje. To je sploSen
izziv pri odranju preiskovalnih procesov v kontekstu poucevanja. Dijakom
moramo nuditi omejeno podrocje, na katerem naj se lotijo preiskovanja, toda ce
je vodenje prevec usmerjeno ali pa je prevec omejitev, uni¢imo potencial takSnega
poucevanja. V tem primeru dijaki ne morejo graditi znanja na podlagi lastnih
dejanj in izkuSenj. Ucitelj torej ne sme jasno povedati dijakom, kaj naj storijo.
Hkrati pa mora ucitelj pri dijakih vzbuditi potrebo, da ravnajo na nacin, s katerim
bodo morda dosegli predvidene ucne cilje. Potemtakem ne smemo gledati na
odranje kot na dajanje primerov in strategij ter postavljanje prevec direktnih in
zaprtih vprasanj.

Vloga zastavljanja vprasanja dijakov med reSevanjem problemov

[zziv pri odranju preiskovalnih procesov dijakov: e so preve¢ usmerjeni, ne
govorimo o pravem preiskovanju in uéni potencial je uni¢en. Ce so premalo
usmerjeni, dijaki obti¢ijo in nehajo resevati problem. Dajanje »pravSnje«
kolicine usmerjanja je obcutljivo dejanje iskanja ravnovesja.

NovejSe Studije predlagajo postavljanje problemov kot pristop, ki dijake aktivno
vkljuci v reSevanje problemov. Pedagoska ideja postavljanja problemov je morda
prav tako stara kot ideja reSevanja problemov. Ellertonova (2013) se sklicuje na
Einsteina in Infelda, ki sta trdila, da je formuliranje problema bolj bistveno kot
podajanje odgovora in tudi zahtevnejSe (Ellerton, 2013, str. 88). Tukaj gre morda



za pretiravanje, vendar poudari pomembnost tega, da dvomimo o znanju, ki ga
nameravamo dodatno preucevati oz. se o njem bolje pouciti.

Pojav postavljanja problemov kot pristopa k pouCevanju matematike je povezan
z obnovljenim zanimanjem za re$evanje problemov v osemdesetih letih. Studija
Ellertonove o vkljucitvi bodocih uciteljev matematike v dejavnosti postavljanja
problemov nakazuje, da bo postavljanje problemov morda prevzelo dominantno
vlogo v matemati¢nih kurikulumih (Ellerton, 2013, str. 90). Razlogi za to trditev
leZijo v tem, da postavljanje problemov spodbuja dijakov razvoj hevristike in
virov, ki so uporabljani pri resevanju problemov in poucevanju matematike s
preiskovanjem oz., kot so to formulirali Singer, Ellerton in Cai: »postavljanje
problemov izboljSa dijakove spretnosti reSevanja problemov, odnos do
matematike in samozavest pri matematiki ter prispeva k SirSemu razumevanju
matematic¢nih konceptov in razvoju matemati¢nega misljenja« (Singer, Ellerton in
Cai, 2013, str. 2). Sodec po Artigue in Blomhgj (2013) ter po Hiebert idr. (1996)
lahko postavljanje problemov kot dejavnost dijakov tudi podpira Deweyevo idejo
refleksivnega preiskovanja iz cesar sledi, da moramo dijakom dovoliti, da
problematizirajo znanje, ki naj bi se ga naucilj, in to celo spodbujati. Povrh tega to
pomeni, da moramo dijake spodbujati, da razmisljajo o globljem pomenu
problemov, s katerimi se soo¢ajo med poucevanjem matematike s preiskovanjem.
V primeru trikotnika je razumljivo, da se dijaki sprasSujejo, kaj pomeni
»enakomerno povecati« stranice trikotnika. Vendar je pomembno, da dijaki sami
podajo odgovor na to, na primer z eksperimentiranjem s strategijami seStevanja
in mnoZenja. To podpira dijakovo avtonomno izgrajevanje znanja, natancneje
odkritje, da strategija sestevanja ne privede do podobnih trikotnikov. Nadalje to
lahko dijake privede do vprasanja, ¢e lahko primerjamo ploscine le, kadar sta si
prvotni in povecani trikotnik podobna. Nadalje lahko problem trikotnika dijake
privede do vprasanja, kako poiskati viSino poljubnega trikotnika, ¢e poznamo le
dolzine stranic kot a, b in c itd.

Dober problem je odprt in povzroci, da se dijaki spraSujejo, razmejujejo in
postavljajo vprasanja glede obravnavane snovi. Zastavljanje vprasanj je
klju¢nega pomena kot gonilo preiskovalnega procesa in mora voditi dijake k
odgovarjanju na lastna vprasanja in hipoteze.

V povezavi z usmerjanjem in odranjem so bile razvite Stevilne ideje za oblikovanje
pouka, s katerimi bi uresnicili postavljanje problemov kot dejavnost pri predmetu
matematike. Te ideje se gibljejo od tega, da dijakom podajamo informacije in jih
prosimo, da postavijo probleme, ki bi jih lahko resili s pomocjo prejetih
informacij; da jih prosimo, da reSijo dolocene probleme in nato formulirajo
podobne probleme; ali da dijakom opiSemo nek fenomen in jih prosimo, da
postavijo probleme v povezavi z opisanim fenomenom (Bosch in Winslgw, 2016).
Vendar pa so te ideje za oblikovanje pouka vseeno zgresile bistvo, ¢e naj bi
dijakova dejavnost odrazala dejavnost raziskovalnih matematikov, pri kateri
nova vprasanja izhajajo iz raziskovalcevih interakcij z zadevnim podro€jem, na
primer preko preucevanja dela drugih raziskovalcev oz. preko lastnih ali



kolektivnih dejavnosti reSevanja problemov. Te dejavnosti lahko privedejo do
sprasevanja ali radovednosti in nato do formuliranja novih problemov, ki
poganjajo nadaljnje raziskave. Po mnenju Kilpatricka ta znacilnost ni lastna zgolj
raziskovanju. Trdi, da tudi sploSneje, v realnem zivljenju, ve€ino problemov
formulira oseba, ki jih reSuje in da bi moralo biti v tem pogledu poucevanje
matematike bolj podobno realnemu Zivljenju (Kilpatrick, 1987, str. 124). V
razlicnih pristopih k poucevanju matematike s preiskovanjem se razlikuje
eksplicitna vloga postavljanja problemov, njihova skupna znacilnost pa je, da
zZelijo doseci, da se dijaki spraSujejo, postanejo radovedni, preiskujejo domnevna
razmerja in formulirajo hipoteze za nadaljnje preiskovanje.

Od kod izhajajo problemi?

Poleg literature o postavljanju problemov so tudi druge teorije o poucevanju
matematike na razlicne nacine obravnavale vlogo problema, reSevanja
problemov in postavljanja problemov. ReSevanje ne-rutinskih problemov je
gradnik Stevilnih pristopov k matemati¢nemu izobrazZevanju, ki je bilo zaceto in
nadgrajeno v sedemdesetih letih in kasneje: Teorija didakti¢nih situacij (Theory
of Didactical Situations - TDS, Brousseau, 1997) in U¢enje matematike v realnem
kontekstu (Realistic Mathematics Education - RME, Freudenthal, 1991). Skupna
ideja pristopov TDS in RME je, da moramo dijakom podati ne-rutinske probleme,
ki jih morajo resiti z razvojem novega znanja. V primeru TDS naj bi se to zgodilo
tako, da dijaki prilagodijo milje u¢ne situacije (Brousseau, 1997). V primeru RME
se razvoj znanja zgodi, ko dijaki matematizirajo fenomene, na katere se nanasa
problem. RME razlikuje med dvema vidikoma tega procesa: med vertikalno in
horizontalno matematizacijo (Freudenthal, 1991). Obema teorijama je skupna
ideja, da ucitelj dijakom poda prvotni problem, dijaki pa nato ukrepajo in
formulirajo ideje za reSevanje tega problema. Te dejavnosti lahko privedejo do
tega, da dijaki implicitno ali eksplicitno podvomijo o obravnavani snovi. Ta dva
pristopa sta mejnika v dejavnostih projekta MERIA, zaradi ¢esar bosta v kasnejsih
poglavjih te knjiZice obe teoriji podrobno predstavljeni.

Obstajajo pa tudi drugi teoreticni pristopi, ki obravnavajo poucevanje matematike
s preiskovanjem. Za Teorijo matematicne kompetence (Mathematical
Competence Theory, Niss idr., 2002) lahko recemo, da zajema hevristicno
kompetenco, ¢eprav se od omenjenih osmih kompetenc nobena ne imenuje
hevristi¢na. Predvsem t. i. kompetenca reSevanja problemov in kompetenca
modeliranja imata skupne tocke z opisano klju¢no vlogo hevristike v dejavnostih,
ki temeljijo na preiskovanju.

Lahko bi tudi trdili bolj na splosno, da dejavnosti matematicnega modeliranja
podpirajo razvoj spretnosti reSevanja problemov in odnosov do njega. Z vidika
Teorije matematicne kompetence lahko opiSemo dejavnosti matemati¢nega
modeliranja kot ciklicna gibanja naprej in nazaj v doloCenih fazah cikla
modeliranja (Blomhgj, 2004; Blum in Leiss, 2006). Cikli modeliranja bi lahko
ucCiteljem sluzili kot smernice; ¢e bi se zavedali faz, ki so del dejavnosti
modeliranja, bi lahko ucitelji spremljali, kako jih dijaki uresnicujejo v ucnih
situacijah. Vendar pa Studije, ki so uporabile cikle modeliranja za analiziranje



dijakove dejavnosti modeliranja, nakazujejo, da temu ni vedno tako. Problemi
modeliranja, ki imajo potencial za uresnicitev vseh faz, morda ne bodo vedno
uresnicili teh potencialov v kontekstih poucevanja (Blum in Borromero Ferri,
2007). Matematicno modeliranje z vidika Teorije matematicne kompetence in
pristopa RME vsebuje idejo, da preiskovalni procesi izhajajo iz »realisti¢nih«
problemov. To se ujema z Deweyevo idejo o poucevanju iz zacetka 20. stoletja.
Obstajajo tudi drugi pristopi k modeliranju, kot so Dejavnosti, ki spodbujajo
modeliranje (Modelling Eliciting Activities, Doerr in Arlebick, 2015), ki
zagovarjajo bolj odprte pristope k preiskovalnim procesom, podprte s
predznanjem dijakov na podrodju matematiCnega znanja znotraj in izven
kurikuluma.

Enako lahko trdimo o Antropoloski teoriji didaktike (Anthropological Theory of
the Didactics - ATD). ATD ponuja sploSen model matemati¢nega znanja, ki je
predstavljeno kot cloveSka dejavnost preucevanja razlicnih vrst problemov.
Urejeno je po matematicnih prakseologijah, ki so sestavljene iz prakti¢nega dela
(vrst problemov in tehnik) ter znanja (tehnologija in teorija). Ucitelja vidi kot
direktorja didakti¢nega procesa. Pri tem pristopu preiskovalni proces sproZzi
odprt problem, ki ga je postavil ucitelj. Ta problem je lahko popolnoma
matematicen ali pa iz realnega Zivljenja. Dijakovo jasno formuliranje vprasanja
naj bi poganjalo preiskovalni proces (Chevallard, 2015). Vendar pa poucevanja in
ucenja ne obravnava izolirano, temvec kot del kompleksnega procesa didakticne
transpozicije. Ta proces vsebuje tudi dolo¢ene didakticne omejitve, ki izhajajo iz
razlicnih udeleZenih institucij (druzba, matemati¢na skupnost, izobrazevalni
sistem, Sola, ucilnica), ki zmanjSujejo avtonomijo uciteljev. ATD tudi predlaga
nacine, kako preoblikovati pogoje in omejitve Sol ter strok. Te ambiciozne oblike
poucevanja matematike s preiskovanjem v tem priro¢niku ne bomo obravnavali
podrobneje.

Japonska tradicija (Nohda, 2000) vidi pristop odprtega tipa z raznolikimi
odgovori dijakov na isti problem kot silo, ki usmerja pozornost dijakov (in
uciteljev) na matemati¢no argumentiranje in komunikacijo. Razli¢ne strategije,
ki so jih razvili dijaki, lahko delimo s celotnim razredom, tako da dijaki zgradijo
bolj koherentno znanje o tem problemu.

Tako v razli¢nih teoreti¢nih pristopih zasledimo razli¢ne ideje o tem, kako zgraditi
in poiskati probleme, ki imajo potencial sproZiti bogate preiskovalne procese med
dijaki. Na podro¢ju matemati¢nega modeliranja prvotne probleme obicajno
podajo ucitelji in v vecini primerov obravnavajo vpraSanja iz realnega Zivljenja.
SploSna znacilnost poucevanja matematike s preiskovanjem, ki izhaja iz Deweya,
je ideja, da se dijaki ucijo preko interakcije z enim ali ve¢ problemi.

Ce povzamemo do sedaj predstavljene ideje, lahko re¢emo, da je poucevanje
matematike s preiskovanjem katera koli dejavnost poucevanja, ki Zeli dijake
aktivno vkljuciti v preiskovalne procese v okviru matematike - kar pomeni, da
izgrajujejo koncepte in pojme, o njih dvomijo in jih raziskujejo, tako da ravnajo oz.
se ucijo ravnati kot preiskovalec matemati¢nega problema in na ta nacin razvijejo
doloCeno matemati¢no znanje.



Kako je bilo do sedaj promovirano poucevanje matematike s

preiskovanjem?

Raziskovalci matemati¢nega izobraZevanja Zelijo promovirati poucevanje
matematike s preiskovanjem s pomocjo drzavnih in raziskovalnih projektov v ve¢
drzavah. V Stevilnih drzavah je poucevanje matematike s preiskovanjem v neki
meri vkljueno v uc¢ni nacrt za matematiko, vendar so njegove znacilnosti
formulirane razli¢no in odraZajo razlicne teoreti¢ne pristope. Projekti, financirani
s strani Evropske unije, podpirajo in preucujejo izvajanje poucevanja matematike
s preiskovanjem v izobrazevalnih sistemih drzav ¢lanic. Leta 2007 je EU porocilo
o pedagoskih trendih v evropskih izobraZevalnih sistemih porocalo o »skrb
vzbujajotem padcu zanimanja mladih za Kklju¢ne naravoslovne Studije in
matematiko v Evropi« (Rocard idr., 2007). To porocilo je domnevalo, da bi
»sprememba pedagogike poucevanja naravoslovja od primarno deduktivnih
metod v smeri metod, ki temeljijo na preiskovanju, povecala zanimanje za
naravoslovje«. Podobno je v ZDA dokument »Nacela in standardi predmeta
matematika« (»Principles and standards for school mathematics«) poudaril, da je
cilj pouCevanja matematika v srednjih Solah »nauciti dijake, kako resevati ne-
rutinske probleme, tako da jim omogocimo razvoj znanja in orodij, ki jih
potrebujejo za reSevanje taksnih problemov« (NCTM, 2000). To kaze, da je
drzavam po vsem svetu v interesu promovirati pouCevanje matematike s
preiskovanjem v vseh razredih. Vseeno pa drzavna porocila o promociji
poucevanja matematike s preiskovanjem Se vedno opozarjajo na Stevilne izzive
za implementacijo. Porocila iz Francije in Anglije trdijo, da imajo politiki dobre
namene, vendar se morda ne zavedajo, kaj je dejansko potrebno, da spremenimo
prakse v ucilnicah in kako preoblikovati poucevanje iz prenosa znanja v
poucevanje matematike s preiskovanjem (Burkhardt in Bell, 2007; Artigue in
Houdement, 2007). EU projekt PRIMAS je raziskoval te izzive in priporoca, da
uCiteljem nudimo priloZznosti za izvajanje poucevanja matematike s
preiskovanjem. Predlaga tudi, da se vse projekte in dejavnosti pri pouku, ki so
namenjene promociji poucevanja matematike s preiskovanjem, prilagodi
lokalnim pogojem. Vendar pa ucitelji potrebujejo strukture, ki bi jih podpirale in
ki bi spodbujale medsebojno podporo priimplementaciji teh novih pobud (Garcia,
2013). Podobno je EU projekt MASCIL raziskoval izzive, kako izvajati poucevanje,
ki temelji na preiskovanju, in kako povezati matemati¢no in naravoslovno
izobrazZevanje s svetom dela. Promovira celosten pristop do nudenja podpore z
»izvajanjem vrsto dejavnosti, vklju¢no z razvojem visokokakovostnih, inovativnih
gradiv in organizacijo teCajev za strokovni razvoj« s strani uciteljev, ki so
usposobljeni za pouCevanje s preiskovanjem, v vlogi razSirjevalcev znanja.

Sedaj bomo obravnavali vpraSanje realizacije poucevanja matematike s
preiskovanjem, vklju¢no s pripadajoc¢imi izzivi.



2. Kako uvajati poucevanje matematike s
preiskovanjem?

Uvod

Stevilni EU projekti so promovirali pou¢evanje matematike s preiskovanjem, da
bi bolje pripravili dijake na dinami¢no druzbo, ki temelji na znanju. Poznavanje
dejstev in izolirane osnovne spretnosti ne zadostujejo za 21. stoletje. Dijaki
morajo razviti veS¢ine reSevanja problemov in sposobnost, da sami pridobivajo
znanje. Posledi¢no naslednje kompetence pridobivajo na pomenu: sposobnost
spoprijeti se s pomanjkanjem informacij, matemati¢na ustvarjalnost na novih
podrocjih znanja, sodelovanje v situacijah reSevanja problemov in sporocanje
(matematicnih) rezultatov. Matemati¢no izobraZevanje je odgovorno za razvoj
spretnosti 21. stoletja (Rocard idr., 2007).

Poudarek na spretnostih 21. stoletja ni nekaj novega. Podobne kompetence lahko

prepoznamo v pobudah, ki Zelijo meriti in spodbujati matemati¢no pismenost

dijakov. Program PISA definira matemati¢no pismenost kot:
..sposobnost dijakov, da formulirajo, uporabljajo in interpretirajo matematiko v
raznolikih kontekstih. Zajema matemati¢no misljenje in uporabo matemati¢nih
konceptov, postopkov, dejstev in orodij za opis, pojasnilo in napoved pojavov.
Posameznikom pomaga prepoznati vlogo matematike v svetu in sprejemati
dobro utemeljene sodbe in odlocitve, ki jih potrebujejo konstruktivni, angaZirani
in razmisljujoci drZavljani. (OECD, 20164, str. 25)

Poleg tega v ZDA trenutni skupni osrednji standardi obravnavajo kompetence, ki
presegajo izurjenost v postopkih (National Governors Association Center for Best
Practices, Council of Chief State School Officers, 2010). Ti standardi se posebej
posvecajo pomenu razvoja kompetenc, kot so reSevanje problemov, razmisljanje,
komuniciranje in predstavljanje.

Seznamom novih kompetenc je skupna potreba po bolj fleksibilnih spretnostih.
Vprasanje je, kako lahko takSne spretnosti razvijamo v matemati¢nih ucilnicah?
En nacin, kako se jih lahko lotimo, je pouc¢evanje matematike s preiskovanjem. Pri
poucCevanju matematike s preiskovanjem se s pomocjo procesov, kot so
postavljanje hipotez, nacrtovanje preiskav, sistemati¢no eksperimentiranje in
vrednotenje rezultatov, ustvarjajo poucevalne prakse. To poglavje bo
obravnavalo vlogo nalog in strategij poucevanja v poucevanju matematike s
preiskovanjem. Poleg tega bo opisalo in obravnavalo izku$nje razli¢nih evropskih
drZav s poucevanjem matematike s preiskovanjem.

Naloge, ki spodbujajo poucevanje matematike s preiskovanjem

S tradicionalnimi nalogami v u¢benikih tezko razvijemo spretnosti, ki temeljijo na
preiskovanju. Te naloge pogosto vsebujejo tocno tisto informacijo, ki je potrebna
za reSitev naloge, in so ve¢inoma sestavljene tako, da dijakom skorajda ni treba
razmisljati o postopku reSevanja. Da bi lahko uveljavili pouc¢evanje matematike s
preiskovanjem, moramo ustvariti poucevalne prakse, znotraj katerih se lahko



lotimo procesov, ki temeljijo na preiskovanju. Ni nujno, da se vsaka naloga .
izrecno nanasa na vse preiskovalne procese, vendar pa mora dijakom omogocati,

da se seznanijo z vsaj enim procesom pri matematiki, ki je povezan s
preiskovanjem. Nestrukturirane naloge lahko dijakom omogocajo, da preiskujejo,

kriti¢no razmisljajo, sodelujejo in sporocajo rezultate (primer je predstavljen na

Sliki 1).

Strukturirana razlicica

Nestrukturirana razlicica

Bolnik je zbolel. Zdravnik je temu bolniku

predpisal zdravilo in mu svetoval dnevni

odmerek 1500 mg. Po jemanju odmerka se

povprecno 25 % zdravila izloci iz telesa v

enem dnevu. Preostanek zdravila ostane v

bolnikovi krvi.

e Koliko mg zdravila je v bolnikovi krvi
po enem dnevu?

e Dokoncaj preglednico.

m Mg zdravila v krvi

0
1125

Bolnik je zbolel. Zdravnik je temu
bolniku predpisal zdravilo in mu
svetoval dnevni odmerek 1500
mg. Po jemanju odmerka se
povprecno 25 % zdravila izlo¢i iz
telesa v enem dnevu. Preostanek
zdravila ostane v bolnikovi krvi.

Preiskava

S pomocjo izra¢unov razisci, kako se
spreminja koli¢ina zdravila (v mg),
kadar oseba zacne jemati dnevni
odmerek zdravila 1500 mg, na primer
trikrat po 500 mg.

So posledice izpus¢anja dnevnega
odmerka in/ali jemanja dvojnega
odmerka res tako dramati¢ne?

Ali bolnik lahko doseZe vsako koli¢ino
zdravila v krvi? Pojasni svoj odgovor.

Pojasni, zakaj lahko izracunas kolic¢ino
zdravila za naslednji dan z uporabo
formule: nova_kolic¢ina = (stara_koli¢ina
+1500) * 0,75

Po koliko dneh ima bolnik ve¢ kot 4 g
zdravila v krvi? In po koliko dneh 5 g?
Kaksna je maksimalna koli¢ina zdravila,
ki jo lahko doseze? |

[zdelek

Oblikuj letak za bolnike, ki vsebuje
odgovore na omenjena vprasanja.
Vkljuci grafe in/ali preglednice za
ponazoritev napredovanja
koli¢ine zdravila tekom vec dni.

et P P |

et |

Slika 1: Dve razli¢ici naloge (Doorman, Jonker in Wijers, 2016, str. 25)

Pri uporabi nestrukturirane razlic¢ice naloge v matematicni ucilnici je uciteljeva
odgovornost, da se dijaki osredotocajo na matemati¢ne vidike problema (oz.
kolikor je dovoljeno, da se premikajo od matematike k npr. biologiji). Ta primer
pokaze, da lahko ‘odprte’ naloge poveZejo matematiko z drugimi strokami in da je
matematika uporabna. Vendar pa ‘odpiranje problemov’ ne pomeni nujno, da
matemati¢ne koncepte postavimo v nematemati¢ne kontekste. Tudi popolnoma
matemati¢ne naloge so lahko nestrukturirane in predstavljene kot preiskava.
Pomemben cilj nestrukturiranih problemov je postaviti dijake v aktivno vlogo in
spodbujati njihovo aktivno udelezbo v reSevanju matemati¢nih problemov.



Poucevanje matematike s preiskovanjem poganjajo nestrukturirane naloge, ki
privedejo do strategij z ve¢ reSitvami. Strategije dijakov, njihove interpretacije
problema, njihove domneve, izracuni, prikazi in sodelovanje nudijo priloZnosti za
razmislek o matemati¢nih procesih, ki so povezani s preiskovanjem. V tem
procesu so ucitelji proaktivni. Podpirajo in spodbujajo dijake, ki imajo teZave,
uspesne dijake pa vodijo s pomocjo skrbno izbranih strateSkih vprasanj. Cenijo
prispevke dijakov - vklju¢no z napakami - in vodijo ucenje s pomocjo razmisljanja
in izkuSenj dijakov. To zahteva, da v razredu vzpostavimo skupen namen, npr.
skupno ustvarjanje matematike, in lastnistvo.

Moramo poudariti, da v vsakdanji praksi ni treba oz. celo ni mogoce vsega
spremeniti v poucevanje, ki temelji na preiskovanju. Vloga preiskovanja v
dnevnih pedagoskih praksah je ena od sestavin dobrega izobraZevanja.
Uveljavljanje poucevanja matematike s preiskovanjem lahko spodbujamo s
podpiranjem uciteljev, da razSirijo svoje repertoarje v smeri tem, kot so
obravnavanje preiskovalnih procesov v dnevni praksi, razvoj virov za poucevanje
matematike s preiskovanjem, poznavanje nacinov, kako uciti koncepte z uporabo
poucevanja matematike s preiskovanjem, podpiranje sodelovalnega dela,
merjenje napredka in vrednotenje kompetenc dijakov, ki so povezane s
poucevanjem matematike s preiskovanjem.

Strategije za poucevanje matematike s preiskovanjem

PRIMAS! je bil EU projekt, ki je Zelel podpirati ucitelje pri skupnem preiskovanju
pedagogik poucevanja matematike s preiskovanjem s pomocjo oblikovanja in
izvajanja modulov za profesionalni razvoj. Ti moduli so vsebovali dejavnosti za
povezovanje preiskovalnih metod poucevanja z obstoje¢imi praksami, inovativne
razredne dejavnosti, prikazane z videoposnetki razredov, in predloge ucnih
priprav. Pri¢akovano je bilo, da bodo ti moduli predstavljali izziv izobraZevalcem
bodocih uciteljev in uciteljem ter jim omogocili, da ravnajo reflektivno na nove
nacine (Swan idr., 2013).

Premik k pristopu poucevanja matematike s preiskovanjem uciteljem postavlja
Stevilna pedagoska vprasanja. Na primer: Kako lahko spodbudim svoje dijake, da
postavljajo lastna vprasanja in poskusajo odgovoriti nanje? Kako lahko dijakom
pomagam, da ta vprasanja nadgradijo na koristne nacine? Kako lahko nauc¢im
dijake, da sodelujejo in se ucijo drug od drugega? Kako lahko izvajam vse te nove
dejavnosti v okviru mojih dnevnih odgovornosti? Ta vprasanja so dala povod za
naslednje teme, ki so bile obravnavane v okviru modulov projekta PRIMAS za
promocijo preiskovanja v vsakodnevni razredni praksi:

1. organiziranje preiskovanja, ki ga vodijo dijaki,

2. pomoc dijakom pri delu z nestrukturiranimi problemi,

3. spodbujanje razvoja koncepta s preiskovanjem,

4. postavljanje vprasanj, ki spodbujajo razmisljanje (in vkljucujejo vse

dijake),
5. podpiranje sodelovalnega dela,

1 http://www.primas-project.eu/



http://www.primas-project.eu/

6. uporaba samovrednotenja in vrstnisSkega vrednotenja za spodbujanje
ucenja.

Preoblikovanje naloge iz ucbenika
Prikazali bomo nekaj primerov alternativnih na¢inov uporabe naloge iz u¢benika,
ki je predstavljena na Sliki 1. Strukturirana razli¢ica naloge predstavi kontekst in
navede problem in tocno tisto informacijo, ki jo potrebujemo za reSitev problema.
Naloga zahteva uporabo formule, medtem ko lahko kontekst zanemarimo. Naloga
ne podpira uporabe matematike ali ucenja uporabe matematike izven
matemati¢ne ucilnice. Zdi se, da nestrukturirana razli¢ica dijakom nudi moZnost
preiskovanja situacije, matemati¢ne ustvarjalnosti, sodelovanja, KkritiCnega
razmisleka o ugotovitvah in sporocanja lastnih rezultatov. Vendar pa pri
nestrukturirani razlic¢ici naloge tvegamo, da se dijaki pocutijo izgubljene in ne
vedo, kaj naj storijo, ali pa, da doloCeni deli naloge od dijakov zahtevajo toliko
¢asa, da ne morejo priti do smiselnega rezultata med trajanjem ucne ure. Da bi to
preprecil, mora ucitelj u¢no uro strukturirati. Posledi¢no nestrukturirana
razli¢ica naloge potrebuje strukturirano u¢no pripravo za usmerjanje dijakovega
preiskovanja.
e
i UCnaura 1
10 minut: ustvarite skupine, predstavite problem in nacrt dela ter razdelite
' nalogo
10 minut: dijaki v skupinah resSujejo nalogo
10 minut: s celotnim razredom se pogovorite o tem, e vse skupine vedo, kako
' naj zacnejo in kako naj nadaljujejo. [zmenjajte strategije in poskrbite, da vsi
vedo, kaj se od njih pricakuje.
15 minut: dijaki reSujejo nalogo, dokoncajo izracune in pripravijo gradnike za
L e
i UCna ura 2
| 20 minut: dijaki dokon&ajo letak
20 minut: predstavitve nekaterih primerov

S SR |

Slika 2: Strukturirana u¢na priprava za nestrukturirano nalogo (glejte Sliko 1).

Treba je omeniti, da takSna ucna priprava zahteva pedagoske spretnosti vodenja
razrednega procesa. Med u¢no uro mora ucitelj nekajkrat preiti od diskusije s
celotnim razredom k skupinskemu delu.

Druga moznost vkljucitve dijakov v - bolj strukturiran - preiskovalni proces je
razdelitev naloge na vecC delov. Lahko bi pokazali le uvodno besedilo in vprasali:
Kaj je glavni problem? Ali potrebujemo dodatne informacije, da se lahko lotimo
tega problema? Katero strategijo bi lahko uporabili, da bi nasli odgovore?



Bolnik je zbolel. Zdravnik je temu bolniku predpisal zdravilo in mu svetoval
dnevni odmerek 1500 mg. Po jemanju odmerka se povprecno 25 % zdravila |
i izloCli iz telesa v enem dnevu. Preostanek zdravila ostane v bolnikovi krvi.

Slika 3: Situacija naloge. Kaj bi lahko bil glavni problem?

Po tem, ko dijaki sami formulirajo problem, jim lahko daste strukturirano
razli¢ico iz ucbenika. Verjetno se jim bo sedaj vrstni red vprasanj zdel bolj smiseln,
saj so imeli priloZznost razmisliti o situaciji in moZnih strategijah (Ainley idr.,
2009).

Zadnji primer uporabe nalog iz uc¢benika je, da vzamete vsa podvprasanja in jih
predstavite v drugacnem vrstnem redu ali pa kot koscke sestavljanke in dijake
prosite, da poiscejo prvotni vrstni red iz u¢benika.

Naloga, ki je predstavljena na Sliki 4, dijakom omogoca, da razmislijo o strukturi
njihovih ucbenikov. V Stevilnih primerih so naloge podobno strukturirane, kar
odraZa logitno strategijo preiskovanja problema in iskanja odgovora na glavno
vprasanje, vendar od dijakov skoraj nikoli ne zahtevajo, da razmislijo o tej
strategiji in opiSejo njene znacilnosti (opravijo izracun, sistemati¢no zberejo vec
podatkov v preglednici, opiSejo proces racunanja s pomocjo formule, nariSejo
graf, nato pa uporabijo formulo in graf pri reSevanju glavnega problema).
irBolnik je zbolel. Zdravnik je temu bolniku predpisal zdravilo in mu svetoval '
dnevni odmerek 1500 mg. Po jemanju odmerka se povprec¢no 25 % zdravila
izloci iz telesa v enem dnevu. Preostanek zdravila ostane v bolnikovi krvi.

e Kaksna je maksimalna koli¢ina zdravila, ki jo lahko doseze?

e Pojasni, zakaj lahko izra¢unas koli¢ino zdravila za naslednji dan z uporabo
formule: nova_koli¢ina = (stara_koli¢ina + 1500) * 0,75

e Dokoncaj preglednico.

i
i
|
m Mg zdravila v krvi

0
1125

e Po koliko dneh ima bolnik ve¢ kot 4 g zdravila v krvi? In po koliko dneh 5
g?

e Koliko mg zdravila je v bolnikovi krvi po enem dnevu?



Slika 4: Vrstni red vprasanj je pomesan. KaksSen je bil prvotni vrstni red iz
ucbenika?

Se ved strategij za pouéevanje matematike s preiskovanjem

Predstavili smo tri alternativne nacine uporabe naloge iz ucbenika in
preoblikovanja naloge, da bi vkljucevala preiskovanje pri ucni uri matematike.
Vsem trem nacinom je skupno, da mora ucitelj organizirati razredne diskusije in
dijakom dati dovolj ¢asa za razmislek. Se ena strategija za razpravljanje o
preiskovalnih procesih s celotnim razredom, ki vkljucuje vse dijake, je strategija
razmiSljaj-delaj v paru-deli. Osnovna ideja je, da dijaki 2 minuti sami pri sebi
razmislijo o problemu in svoje misli zapisSejo, nato 2 minuti primerjajo svoje misli
s sosedom, nazadnje pa Se 2 minuti delijo svoje rezultate s celotnim razredom. Ta
strategija da vsem dijakom Cas za razmislek in ucitelju moZnost, da vse vkljuci v
diskusijo.

Poleg zgoraj navedenih nalog se lahko domislite tudi nalog, ki spodbujajo dijake,
da izpodbijajo hipoteze (npr. Slika 5). Dijakom bi lahko nasteli vrsto izjav, ki se
nanasajo na poucevano temo in jim pustili, da se odlocijo, Ce te izjave veljajo
vedno, v¢asih ali nikoli. Ce so mnenja, da izjava velja vedno ali nikoli, naj pojasnijo,
kako so lahko tako prepri¢ani. Ce so mnenja, da velja véasih, naj opisejo, kdaj velja
in kdaj ne.

=== e e e

| PoviSica T Pravi koti |
i Maks dobi poviSico v viSini 30 %. | Peterokotnik ima manj pravih kotov |
i Janez dobi poviSico v viSini 25 %. | kot pravokotnik. i
| Torej je Maks dobil ve¢jo povisico. !
. Rojstnidnevi [ VeGjiulomki ”;
i V razredu z desetimi dijaki je i Ce $tevcu in imenovalcu ulomka i
i verjetnost, da sta bila dva dijaka | priStejemo isto Stevilo, se vrednost
| rojena na isti dan v tednu, enaka ena. | ulomka poveca.
L e e e e e o i

Slika 5: Izjave, ki veljajo vedno, vcasih ali nikoli.

Ta naloga prosi dijake, da se odlocijo o veljavnosti izjav in podajo razloge za svoje
odlocitve. Najverjetneje bodo razlage vkljucevale ustvarjanje primerov in
protiprimerov, ki izjave potrjujejo oz. ovrZejo. Poleg tega lahko prosite dijake, da
dodajo pogoje ali kako drugace spremenijo izjave, da postanejo ‘vedno veljavne’.
Taksna vrsta dejavnosti ima mocan vpliv. [zjave lahko pripravite tako, da dijake
spodbujajo, da se soocijo s pogostimi napa¢nimi predstavami ali napakami in o
njih razpravljajo. Uciteljeva naloga je, da dijake spodbuja, da podajo utemeljitve,
primere in protiprimere. Ta naloga dijakom nudi moZnost, da odkrijejo vlogo
primerov v matemati¢nem preiskovanju.



Ti primeri matematicnih nalog kaZejo pomen skrbno izbranih virov pri uvajanju
poucevanja matematike s preiskovanjem v pouk matematike.

Izkusnje z izvajanjem poucevanja matematike s preiskovanjem
Obstajajo empiri¢ni dokazi iz razli¢nih raziskav o kakovosti in u¢inkih poucevanja
matematike s preiskovanjem. UCinki poucevanja matematike s preiskovanjem
vkljucujejo izboljSanje motivacije za ucenje matematike, razvoj odnosa do
matematike in razumevanje pomembnosti matematike za Zivljenje in druzbo
(Bruder in Prescott, 2013; Blanchard idr., 2010; Furtak idr., 2012; Hattie, 2009;
Minner). Vendar pa nekateri strokovnjaki opozarjajo, da takSen nacin poucevanja
lahko izboljSa ucenje le, e je skrbno oblikovano in dobro strukturirano (Hofstein
in Lunetta, 2004; Woolnough, 1991).

V primerjavi s strukturiranim preiskovanjem in odprtim preiskovanjem se je
vodeno preiskovanje izkazalo za najbolj ucinkovito metodo izvajanja
preiskovanja v razredu, v kombinaciji z zaprtimi nalogami, ki podpirajo ucenje
postopkov in osnovnih spretnosti (Bruder in Prescott, 2013).

Kako vemo, kdaj je poucevanje ucinkovito? Velik del danaSnjega pritiska na
ucitelje izhaja iz razli¢nih pri¢akovanj o u€enju dijakov, ki pogosto niso jasno
formulirana. Ce Zelimo dijake, ki matematiko razumejo, v njej uZivajo, so sposobni
reSevati probleme in izpeljati zakljucke, potem se nam bo zdelo vodeno
poucevanje matematike s preiskovanjem uspe$no. Ce pa je na$ cilj, da dijaki
doseZejo visoke ocene na standardiziranih preverjanjih znanja, potem bo
poucevanje matematike s preiskovanjem vcasih manj uspesno.

Rezultati notranje kvalitativne evalvacije projekta PRIMAS dobro pokaZejo izzive
in priloZnosti, s katerimi se soocajo ucitelji med eksperimentiranjem s
poucCevanjem matematike s preiskovanjem (Maass, 2013). Vecina uciteljev,
udeleZenih v projektu PRIMAS, vidi poucevanje matematike s preiskovanjem kot
pristop, ki je osredotocen na dijake in vkljuCuje samovodeno toda usmerjeno
raziskovanje, postavljanje vprasanj, prihajanje do odkritij in testiranje domnev
med iskanjem novega razumevanja.
Pri preiskovanju gre za to, da dajemo prednost dijakom, da ustvarijo lastne razlage
in sodelujejo v kriti¢nem diskurzu v nasprotju s tem, da jim sploh ni treba razmisljati
[.] med reSevanjem kompleksnih problemov dijaki uporabijo svoje znanje o
problemih iz resni¢nega sveta in sodelujejo v kriti¢ni diskusiji z drugimi o modelih,
resitvah in dokumentiranju. (ucitelj iz Cipra)

Vseeno pa je uposStevanje preiskovalnih procesov pri pouku zahtevna, toda
produktivna priloZnost za oblikovanje uc¢nih ur na drugacen nacin. UCitelji so
poudarili koristi, ki so jih imeli njihovi dijaki od u€enja s preiskovanjem.
Iz lastnih izkuSenj vemo, koliko je vredno, ¢e nekaj odkrijemo sami, namesto, da nam
nekdo preprosto pove resitev. Med poucevanjem ucenja s preiskovanjem se dijaki
resnicno naucijo nekega pristopa in imajo tako na voljo ve¢ kljucev do razumevanja.
(ucitelj iz Svice)



Ucitelji so poudarili tudi pozitiven vpliv procesov, ki so usmerjeni na
preiskovanje, na razmisljanje dijakov.
Opazil sem vpliv na dijakovo sposobnost indukcije. Sposobnost nekaterih dijakov, da
pridejo do trdnih zakljuc¢kov in jih podprejo z matemati¢nimi dokazi v obliki
modelov, je name naredila vtis [...] ustno sodelovanje dijakov se je dramati¢no
izboljsalo [...] Se posebej uporaba pravilne matematicne terminologije, kar pri tej
starosti ni lahka stvar. (namestnik ravnatelja iz Cipra)

Ucitelji so dejali, da jim je v njihovi praksi zelo vSec razlagati koncepte in postopke
- enako menijo tudi nekateri od njihovih dijakov. Vendar pa se zdi, da so u¢ne ure,
pri katerih se dijaki mucijo z odprtimi vprasanji in problemskimi nalogami,
ucinkovite tudi za razpravljanje o strategijah resevanja.
Vsec¢ mi je bilo poucevanje, ki je usmerjeno na ucitelja, in mislim, da je dijakom Se
vedno vSec. Ampak na ta nacin se ne bodo veliko naucili, saj jim ne bo treba resevati
problema. Dobili bodo problem, postopek reSevanja in na koncu se samo resitev.
(ucitelj iz NemCcije)

V tem kontekstu ucitelji poudarijo pomen izmenjave s soSolci:
Ugotovil sem, kako pomembno je, da dijaki taksno priloZnost (dialog) uporabijo
zato, da ugotovijo, kaj Ze vedo in kaj bi se lahko naucili od drugih. In nato dijaki
morda opazijo, da so prisli do odgovora, za katerega so morda mislili, da ga ne
poznajo. (ucitelj iz Norveske)

Primer iz Nizozemske

Poucevanje matematike s preiskovanjem zahteva spremembo vlog, tako
uciteljeve kot dijakove. Ucitelji prevzamejo vlogo moderatorja ucenja, dijaki pa
dobijo zelo aktivno vlogo. Na primer ena uciteljica je vzela vajo iz ucbenika za
matematiko iz poglavja o algebri in oblikovala nestrukturirano razli¢ico naloge.
Prvotna naloga je bila sestavljena iz serije piramid, dijaki pa so morali sesteti ali
pomnotZiti vsebino sosednjih celic, da so lahko dolocili vsebino celice nad njimi. V
nekaterih primerih so morali razmisljati »vzvratno«, da bi nasli vsebino celic v
spodnjem delu (glejte Sliko 6). S taksno prilagoditvijo naloge je Zelela ugotoviti,
Cesa so njeni dijaki sposobni in kaj se jim je zdelo lahko oz. tezko. Najprej je
predstavila eno od tak$nih piramid in prosila dijake, da poskusijo ugotoviti, kako
je piramida zgrajena in ¢e lahko poiscejo vrednosti praznih celic.
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Slika 6. Piramida, ki jo je oblikovala uciteljica



Po petih minutah in malo diskusije je dijakom dala nalogo, da naredijo podobne
piramide kot alternativni nacin reSevanja vrste nalog iz ucbenika. Lahko so
uporabili seStevanje ali mnoZenje, oblikovati pa so morali lahek in teZek
piramidni problem. Dijaki so pri tem dosegli izjemne rezultate (glejte Sliko 7).
Nekateri dijaki so bili previdni in so ustvarili piramide, ki so bile precej podobne
tistim iz ucbenika, medtem ko so nekateri dijaki iskali skrajnosti. Ti izdelki dijakov
so uciteljici dali vpogled v algebrske izraze, ki jih pozna njen razred. Gibali so se
od zelo preprostih do zelo zahtevnih, npr. ulomki, decimalke in negativna Stevila.
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Slika 7. Lahka in tezka piramida z mnoZenjem, ki so ju oblikovali dijaki

Med dejavnostjo je en par dijakov postavil problem minimalne kolic¢ine
informacij, ki mora biti na voljo, da lahko reSimo piramido. Druge skupine so se
nato lotile tega vprasanja, kar jih je motiviralo, da so oblikovali Se bolj zapletene
piramide. U¢iteljica je porocala, da je v tem igrivem vzdusju pri dijakih opazila
izbolj$anje razumevanja algebrskih spretnosti. Se posebej zgovoren je bil
trenutek, ko so dijaki formulirali vpraSanje o potrebni koli¢ini informacij.
Preizkusili so veC primerov, s ¢imer so pokazali razpon svojih algebrskih
spretnosti in hkrati vadili.

Dijaki so postali avtorji matematike, bili so motivirani za matematiko in njihove

sposobnosti so postale opaznejse. (Uciteljica iz Nizozemske)

Dijaki obicajno vadijo algebro z enostavnimi nalogami, kot so ‘razsiri’ ali ‘razstavi
na faktorje’, in razsirjajo vzorce, ne da bi globlje razmisljali o tem. Pri takSnih
nalogah precej teZje opazimo, s kakSnimi problemi se soocajo dijaki in Ce so
sposobni uporabiti svoje algebrske spretnosti v novih situacijah. Uciteljica je
mocno cenila to spremembo v razredu, vendar je nakazala, da je to bil oz. Se vedno
je zahteven proces. Seznanjanje z novimi strategijami poucevanja, ki so potrebne
za poucevanje matematike s preiskovanjem, je ocitno proces, ki zahteva cas in
pozornost.

Izzivi pri izvajanju poucevanja matematike s preiskovanjem

Ucitelji se soocCajo s Stevilnimi pogoji, ki omejujejo izvajanje poucevanja
matematike s preiskovanjem v vsakodnevni razredni praksi. Glavni omejujoci
dejavniki so uc¢beniki za matematiko, ki jih morajo predelati, cas, ki je na voljo za
nacrtovanje in izvajanje dejavnosti poucevanja matematike s preiskovanjem,
razpoloZljivi viri in vrednotenje dela dijakov.



Mislim, da je najvecji problem trajanje [pouka] in Cas, ki je na voljo za nacrtovanje
pouka. [...] e predmetnik zajema veliko, veliko koli¢ino snovi, potem je zelo teZko
najti ¢as za ulenje s preiskovanjem. Ker moras predelati tako veliko snovi v tako
kratkem casu. (ucitelj iz ZdruZenega kraljestva)

Oblikovanje ucnih ur je zahtevno. Upostevati moram veliko spremenljivk in vse
dobro nacrtovati, Ce Zelim, da so moji dijaki aktivno udeleZeni v preiskovanju in da
v resnici izpeljem na dijake usmerjeno ucno uro. (ucitelj iz Cipra)

Seveda ti vzame veliko ¢asa, ampak to ni neko dodatno delo. Pravzaprav sem se
naucil uporabljati ucenje s preiskovanjem pri delu z matematicno snovjo. Dijaki se
snov naucijo precej globlje in jo bolje razumejo. (ulitelj iz Spanije)

Se ena skrb uciteljev je vrednotenje uspeha dijakov. Prioritetna naloga uéiteljev
je, da pomagajo dijakom, da se dobro odreZejo na preizkusih znanja. Solski izpiti
se vec¢inoma osredotocajo na dijakovo sposobnost reprodukcije. Zato se ucitelji
znajdejo pred dilemo, ali naj dijake pripravijo na izpite ali pa v razredu izvajajo
poucevanje matematike s preiskovanjem.
Moja primarna naloga je, da dijake pripravim na naslednje zunanje preverjanje
znanja, s katerim bodo dobili spricevalo, ki jim bo v prihodnosti koristilo. Nocejo vec
kot to - in Ce bi Zelel storiti vec, bi se mi takoj uprli. V naslednjem koraku pa bi mi
starsi rekli, da to ni moja naloga. (ucitelj iz Nemcije)

Res je, da v Stevilnih drZavah izpiti in testi neposredno ne nagrajujejo dijakovih
sposobnosti preiskovanja in reSevanja netrivialnih problemov. Nekatere vlade se
zavedajo tega problema in ga poskusajo resiti. Naslednja moZna ovira izvajanju
ucenja s preiskovanjem se tice vedenja dijakov, kar so omenili nekateri ucitelji, ko
so zaceli sodelovati pri projektu PRIMAS. Sprva so se bali, da bo ucenje s
preiskovanjem v razredu s tridesetimi dijaki problemati¢no z vidika hrupa in
nereda:
Pomislil sem: »To bo v mojem razredu neizvedljivo, ker moji dijaki ne bodo
razmisljali o dejavnosti, zapravljali bodo cas, pogovarjali se bodo o ¢em drugem in
hrup bo neznosen.« Nato pa sem izvedel to dejavnost in sem bil presenecen, da so
vsi sodelovali in bili aktivni, tudi kadar so iskali odgovor med delom v skupinah.
(ucitelj iz Spanije)

Podporni dejavniki za izvajanje poucevanja matematike s

preiskovanjem

Usmerjanje preiskovanja dijakov s pomocjo dobro nacrtovanih vprasSanj (in
drugih napotkov) je pomembna naloga ucitelja, ki poucuje matematiko s
preiskovanjem. Z izrazom usmerjanje mislimo uporabo ucnih sredstev z
znacilnostmi, kot sta ‘odzivnost’ in ‘pojemanje’. Z odzivnostjo je misljeno, da je
usmerjanje prilagojeno potrebam dijakov, pojemanje pa pomeni, da usmerjanje
postopoma izgine, ko dijaki napredujejo s preiskavo. Stopnjo usmerjanja moramo
prilagoditi stopnji dijakov. Ucitelj jo lahko spreminja tako, da zadosti potrebam
dijakov z nizkimi dosezki ali pa dijakom z visokimi dosezki postavi izziv. Med
opazovanimi u¢nimi urami so ucitelji postavljali vprasanja, kot so: »Kako bi lahko
ta problem poenostavili? KakSne predpostavke bi lahko postavili?« Po tem, ko so



dijaki formulirali problem, so nekateri ucitelj vprasali naslednje: »Se lahko
spomnite kakSnega sistemati¢nega pristopa? Kako bi lahko na smiseln nacin
zabelezili svoje podatke?« Po tem, ko so zbrali podatke, so nekateri ucitelji
vprasali dijake: »Ali opazite kakSne vzorce? Lahko pojasnite, zakaj se pojavijo?«
Proti koncu ure so se ucitelji osredotocili na sporocanje ugotovitev: »Kako bi
lahko to pojasnili natancno in jedrnato?« Postavljanje takSnih vprasanj in deljenje
odgovorov s celotnim razredom podpira preiskovalni proces.
Se en pomemben vidik, ki je postal o¢iten med hospitacijami, je, da so ucitelji
morali ustvariti razredno okolje, v katerem so si dijaki upali spregovoriti in delati
napake. Ne samo, da si morajo dijaki upati postavljati vprasanja, delati napake in
izraZati svoje mnenje, ampak potrebujejo tudi jasne signale o tem, kakSno vedenje
je sprejemljivo.
Tudi jaz, na primer, delam napake, na kar me dijaki opozorijo in pravilno
izracunajo nalogo. Zaradi tega jih pohvalim in to jim je vie¢. Mislim, da tudi to
podpira komunikacijo. Ce reagiram tako: »Res je, zmotil sem se. Oprostite. Prav
imate.« Dijakom pokaZem, da napake niso nekaj slabega. Zato si upajo delati
napake in jih priznati. (ucitelj iz Nemcije)

Ce pogledamo nazaj, so glavni u¢ni vidiki pristopa, ki temelji na preiskovaniju,
povezani s spodbujanjem aktivne udelezbe dijakov tako, da jim nudimo namige,
odgovornost in samozavest pri izvajanju preiskovanja. Vecina intervjuvanih
uciteljev je bila Se posebej navdusena nad tem, kako je ta nacin izobraZevanja
motiviral njihove dijake med poukom matematike in naravoslovja. Ucitelji so
spregovorili o tem, kako ucenje s preiskovanjem poveZe ucenje z zabavo:
Menim, da se dijaki veselijo nalog ucenja s preiskovanjem, saj jih je zabavno resevati
in se razlikujejo od obicajnih, tradicionalnih u¢nih ur. Preko ucenja s preiskovanjem
dijaki dobijo priloZnost, da odkrivajo, predstavljajo svoje ugotovitve in izrazijo svoje
mnenje med ucno uro matematike, medtem ko je v preteklosti ucitelj sam delal vse
to. (ucitelj iz Malte)

Ucitelji so poudarili, da je pomembno, da dijakom pojasnimo, kaj po novem
pricakujemo od njih: da se morajo nauciti, kako aktivno postavljati vprasanja,
iskati odgovore, primerjati pristope in slediti lastni metodi preiskovanja - ne da
bi ves ¢as prosili za pomoc¢. Morajo se tudi zavedati, kako pomembno je, da se
naucijo sodelovalnega dela, tako kot to pocnejo profesionalni znanstveniki in
matematiki v svetu, ki jih obkroza.

Zakljucek

To poglavje je opisalo nacine, kako wuvajati poucevanje matematike s
preiskovanjem, in razredne izkusnje s poucevanjem matematike s preiskovanjem,
kot so jih navedli ucitelji. Te izkuSnje kaZejo, da ucitelji naletijo na izzive, kadar
poskusajo izvajati poucevanje matematike s preiskovanjem v vsakodnevni praksi.
Ti izzivi izpostavljajo potrebo po skupnih vrednotah, prepric¢anjih in ciljih
matemati¢nega izobraZevanja. Matemati¢no izobrazZevanje ni namenjeno le
nudenju podpore dijakom pri ucenju algoritmov in uporabe postopkov, temvel
mora obravnavati tudi kompetence, kot so ustvarjalnost, spoprijemanje s
pomanjkanjem informacij, vzpostavljanje povezav, kriticno razmisljanje,
sodelovanje in komuniciranje. Naloge in strategije poucevanja, ki so jih navdihnili



preiskovalni procesi oz. ki omogocajo pristope, ki temeljijo na preiskovanju,
pomagajo razvijati te kompetence. Poleg tega so ucitelji poudarili pomen
podpornih pogojev na ravni Sole. Izvajanje poucevanja matematike s
preiskovanjem zahteva dodaten Cas za pripravo in izvajanje u¢nih ur, zaradi ¢esar
je potrebna podpora s strani kolegov in Solskih oblasti.

[zzivov, s katerimi se soocCajo ucitelji in dijaki, ko poskuSajo izvajati poucevanje
matematike s preiskovanjem, ne moremo premagati z izoliranimi in naklju¢nimi
posegi. Da bi lahko spremenili kulturo u€enja in poucevanja v taksno, ki podpira
poucevanje matematike s preiskovanjem, morajo biti posegi usklajeni s Solskim
kontekstom in prispevati k zahtevam kurikuluma.

Na podlagi prejSnjih odstavkov lahko navedemo nekaj pomembnih tock. UspeSno

izvajanje poucevanja matematike s preiskovanjem zahteva:

1. razpoloZljivost virov za poucevanje matematike s preiskovanjem, ne v obliki
izoliranih nalog, temve¢ modulov, ki prikazujejo, kako lahko pristopimo k
matemati¢nim temam v kurikulumu na nacdin poucevanja matematike s
preiskovanjem,

2. usklajenost z institucionalnimi pogoji in omejitvami, vklju¢no =z
razpoloZljivimi prostori in €asom, ter uradnimi zahtevami in vrednotenji
dijakov in uciteljev,

3. ucna skupnost uciteljev (vsaj Se en ucitelj in po moZnosti Se izkuSen
moderator) za izvajanje eksperimentov v razredu, pogovarjanje o izkuSnjah in
promoviranje profesionalnega razvoja uciteljev tudi na druge nacine. Zelo
zaZelene so tudi moZnosti izmenjave strokovnega znanja s SirSo (npr.
drzavno) skupnostjo.

Oblikovanje modulov v projektu MERIA se naslanja na dva okvira, ki sta povezana
s poucevanjem matematike s preiskovanjem, namre¢ Ucenje matematike v
realnem kontekstu in Teorija didakti¢nih situacij. Ta okvira bosta predstavljena v
poglavjih, ki sledijo. Moramo poudariti, da sta oba okvira plod desetletij
raziskovanja, zaradi ¢esar ne moremo in tudi ni treba predstaviti vseh znacilnosti
obeh okvirov, da bi omogocili bralcem, da sami uporabljajo in gradijo module. V
poglavju Literatura predlagamo dodatno branje za tiste, ki bi Zeleli poglobiti svoje
znanje o enem ali obeh okvirih.



3. Teorija didakticnih situacij

Uvod

Poglejmo si primer, kako organizirati u¢no uro, ki omogoca dijakom preiskovanje
in samostojno izgrajevanje znanja. V predlagani u¢ni uri dijaki odkrijejo poseben
primer pomembne matematicne lastnosti, da imajo podobni liki (neformalno
receno, liki enakih »oblik«) enako razmerje istoleznih stranic (tj. da obstaja fiksni
»faktor raztega«, ki nam omogoca, da izraCunamo stranice drugega lika, ce
poznamo stranice prvega). Temu pogosto re¢emo Talesov izrek. V resnici ga lahko
posploSimo ne samo na poljubne vecCkotnike, ampak na poljubne like, katerih
stranice niso ravne cCrte, kar pa zdale¢ presega srednjesolski kurikulum. IstoCasno
pa se podobni liki, ki niso veckotniki (npr. krog, polkrog), pojavljajo v Stevilnih
realnih kontekstih, kot na primer na slikah, prikazanih v razli¢nih velikostih.
Vidimo lahko, da zahteven matematicni pojem kot ni potreben in se morda sploh
ne bo pojavil pri tej dejavnosti.

Dijaki dobijo naslednje navodilo:

Pred vami je Sest delov sestavljanke, ki jih lahko zloZite v kvadrat (primer: »tangrame,
Slika 8). Naredili boste podobno sestavljanko, vedjo od obstojece sestavljanke, v skladu z
naslednjim pravilom: daljica, ki na prvotnem delu sestaviljanke meri 4 cm, naj na vasem
povecanem delu sestavljanke meri 7 cm. Vsaka skupina Stirih oz. petih dijakov dobi eno
sestavljanko. Vsak dijak naj naredi vsaj en del oz. par dijakov naj naredi vsaj dva dela
sestavljanke. Ob zaklju¢ku se morajo vsi nastali deli na enak nacin zloZiti v kvadrat
(Brousseau, 1997, str. 177).
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Slika 8: Sestavljanka, uporabljena v situaciji s sestavljanko

Po tem, ko jim ucitelj predstavi problem, se dijaki lotijo dela brez uciteljeve
pomoci. Ta problem postavimo dijakom, ki so seznanjeni z idejo povecCevanja
kolicin s priStevanjem. Vendar ko dijaki vsaki stranici priStejejo 3 cm, ne morejo
rekonstruirati veCje sestavljanke, saj se kosScki ne prilegajo. Dijaki poskusajo



uporabiti predhodno razvito znanje (o povecevanju s priStevanjem), da bi resili
problem, vendar jih situacija s sestavljanko prisili, da ugotovijo, da v tem primeru
nacin razmisljanja, ki so ga uporabljali do sedaj, ne deluje in da morajo razviti
novo matematicno znanje. To lahko premagajo s spremembo strategije, pri kateri
dolZine stranic povecajo z mnoZenjem. Pomembno je, da dijaki sami razvijejo
ideje o podobnosti in Se posebej, da spoznajo, da strategijo z mnoZenjem zahteva
sama situacija in ne le ucitelj.

V naslednjem koraku ucitelj prosi vse skupine, da formulirajo in predstavijo svoje
ugotovitve. Nekatere dijake lahko, na primer, prosi, da predstavijo in pojasnijo,
kako so povecali svoj del sestavljanke. Skupine porocajo tudi o tem, ali se njihovi
poveCani deli sestavijo skupaj v kvadrat ali ne. V primeru, da se ne, jih
povprasamo, kaj nameravajo storiti glede tega.

Da bi lahko pravilno sestavili novo sestavljanko, mora vsak dijak iz skupine priti
do hipoteze, da je treba dolZine stranic vseh delov povecati za faktor 7/4. Ucitelj
je lahko preprican, da so dijaki dosegli zaZelen cilj razumevanja
proporcionalnosti, ¢e svojo strategijo verificirajo tako, da sestavijo novo
sestavljanko.

Za zakljucek lahko ucitelj formulira idejo o proporcionalnosti med geometrijskimi
liki na formalen nacin. Na podlagi diskusije med u¢no uro in koncno refleksijo o
problemu postanejo osebne ideje dijakov skupno znanje, podobno tistemu, ki ga
najdemo v razlicnih medijih, kot so uc¢beniki ali spletni viri.

Oblikovanje te situacije poucevanja je klasicen produkt Teorije didakti¢nih
situacij. V preostanku poglavja bomo predstavili osnovne pojme in nacela te
teorije, ponazorjena z dodatnimi primeri in smernicami, kako ta pristop uporabiti
v razredu.

Osebno in institucionalno znanje

Teorija didakti¢nih situacij (TDS), ki jo je zasnoval Guy Brousseau v poznih
Sestdesetih letih 20. stoletja, je botrovala nastanku Stevilnih idej in rezultatov, ki
lahko uciteljem pomagajo uporabljati in razvijati njihovo matemati¢no znanje, saj
se ukvarjajo z oblikovanjem in organizacijo poucevanja. TDS podpira poucevanje,
ki dijakom omogoca, da so preiskovalci in graditelji matemati¢nega znanja na
nacin, ki zajema bistvene elemente poucevanja matematike s preiskovanjem.

V primeru TDS je zelo pomembno, da lo¢imo med dvema vrstama znanja:

Institucionalno znanje (v¢asih imenovano javno ali uradno znanje) je znanje, ki je
predstavljeno v ucbenikih, na spletnih straneh, strokovnih raziskovalnih revijah
in drugih objavljenih virih. Predstavlja sintezo matemati¢nih dejavnosti, ki so jih
izvedli posamezniki, kasneje pa potrdili drugi in javno objavili. V teh virih je
matemati¢no znanje predstavljeno v jedrnati in precizni obliki, medtem ko
preiskovalni proces, ki je pripeljal do njegovega razvoja, obic¢ajno ni viden. Ta
deduktiven nacin predstavljanja matemati¢nega znanja si deli in vrednoti



skupnost raziskovalcev in uciteljev, ob¢asno pa tudi sploSna javnost. Enostaven
primer je predstavitev Pitagorovega izreka kot a? + b? = c?, kjer sta a in b kateti,
¢ pa hipotenuza pravokotnega trikotnika. Danes je ta formula »institucionalno
znanje, ki ga ucitelji predstavijo svojim dijakom in ki jim tudi kasneje ostane v
spominu, ne pa geometrijska ideja ali dokaz, ki stoji za tem. Institucionalnemu
znanju vcasih recemo tudi skupno, javno ali uradno znanje.

Osebno znanje je znanje, ki ga dijaki (in drugi) izgrajujejo med interakcijo z
matemati¢nim problemom. Te ideje 0z. znanje so pogosto podane implicitno in se
nanasajo na kontekst, v katerem so bile razvite. Dijak lahko razvije osebno znanje
o Pitagorovem izreku med igro s trikotnimi in kvadratnimi plos¢icami, kot je
prikazano na Sliki 9. Seveda je potrebno vec, da pridemo do uradne oblike, ki je
opisana zgoraj.

® Mathematics Education -
Relevant. Interesting and Applicable

Slika 9. Sestavljene ploscice, ki ponazarjajo Pitagorov izrek

V primeru sestavljanke je osebno znanje, ki ga dijaki zgradijo najprej, povezano le
z uspehom ali neuspehom specificnih metod povecanja delov. Uradno znanje, h
kateremu stremimo, je, Ce sta si lika A in B podobna (sta enake »oblike«), potem
je koli¢nik med istoleZnima stranicama (a/b, pri cemer je a stranica lika 4 in b
istoleZna stranica lika B) konstantno. Morda bo potrebnih vec¢ situacij, da
dosezemo tako splosno uradno znanje. Ob zakljucku situacije s sestavljanko bodo
dosegli kve¢jemu dogovor o tem, da v danem primeru deluje le mnoZenje s
faktorjem 7/4.



Kadar se dijaki ukvarjajo z matemati¢nim problemom in razvijejo lasten odgovor
na dano vprasanje, Sirijo svoje osebno znanje. Osebno znanje dijakov se bo
najverjetneje malce razlikovalo od institucionalnega znanja. Ko ga bodo delili z
drugimi in o njem razpravljali ga bodo nadalje razvijali in formalizirali.
Posledi¢no bo komunikacija s soSolci oz. vrstniki nadalje razvila in formalizirala
prvotne ideje dijakov.

Bistvenega pomena je, da ucitelj izzove osebno znanje dijakov s postavljanjem
novih problemov, ki zahtevajo znanje, ki ga Se niso povsem razvili. Na ta nacin
potrjujejo osebno znanje. Potrdi ga lahko ucitelj, sama problemska situacija ali pa
primerjava z drugimi dijaki, npr. z njihovimi strategijami reSevanja problema. Na
ta nacin se osebno znanje preoblikuje in postane bolj formalno. To pomeni, da se
to znanje pribliZa temu, cemur reCemo institucionalno znanje.

Didakticne in adidakticne situacije

Razlikovanje med osebnim in institucionalnim znanjem, ki ga predstavi Teorija
didakti¢nih situacij, omogoca uciteljem, da organizirajo pouk z uporabo
preiskovalnih situacij, tj. pristopa poucevanja matematike s preiskovanjem. Del
ideje poucCevanja matematike s preiskovanjem je, da mora poucevanje dijakom
nuditi priloZnost, da se lotijo dejavnosti, ki so podobne raziskovalnim.

Klju¢na komponenta oblikovanja taksnih situacij je pojem didakti¢nega miljeja.
Milje je okolje, s katerim dijak stopi v interakcijo, da bi pridobil novo znanje.
Sestavljeno je iz problema, predznanja in pripomockov, kot so svin¢nik in papir,
ravnilo, Zepno racunalo, program za simbolno racunanje (Computer Algebra
System - CAS), sestavljanka itd. Med pripravo u¢ne ure ucitelj dolo¢i standarde
znanja in oblikuje ustrezen milje za dijakov razvoj tega znanja. Vendar so miljeji
lahko bolj ali manj primerni za razvoj dolo¢enega znanja. V zgoraj opisani situaciji
s sestavljanko je milje sestavljen iz sestavljanke, novih listov papirja, $karij, ravnil
in predznanja dijakov. (Epistemoloska) ovira, s katero se soocijo dijaki, izvira iz
matemati¢ne narave problema. Torej ima milje visok potencial, da dijaki zgradijo
predvideno znanje, ne da bi jim ucitelj predaval o podobnosti med geometrijskimi
liki ali nacelih podobnih trikotnikov. Milje med dijaki ustvari potrebo po
izgrajevanju tega znanja.

Lahko se zgodi, da ne bodo vsi dijaki ugotovili, da strategija mnoZenja dolZin
stranic ohranja velikost kotov, ¢eprav bi za zdruzitev delov v nov, ve¢ji kvadrat,
to morali. Iz tega sledi, da pravilna strategija privede do razvoja predvidenega
institucionalnega znanja. TDS pristop k poucevanju in ucenju je pogosto opisan
kot igra. Oblikovanje situacije in njenega miljeja lahko primerjamo s tem, ko
zadrtamo igri$¢e za $portno tekmo in formuliramo pravila igre. Ce dijaki v igri
zmagajo, pomeni, da so razvili optimalno strategijo za to igro. Zmaga torej
sovpada z ucenjem, optimalna strategija pa pomeni, da so dijaki razvili
predvideno znanje in metode. Drugace povedano, igra ustvari potrebo po razvoju
zmagovalne strategije. »Igralna povrSina« (situacija) bi morala biti oblikovana
tako, da maksimira potencial dijakov, da to strategijo najdejo.



Kadar je milje ustrezno oblikovan, lahko dijaki avtonomno stopijo v interakcijo z
njim, brez dodatnega vodenja s strani ucitelja. Adidakti¢ne situacije so tiste, v
katerih se dijaki lotijo problema in raziskujejo milje brez posredovanja s strani
ucitelja. V tak3nih situacijah dijaki razvijajo svoje osebno znanje tako, da ga
prilagajo problemu, ki ga resSujejo, preko dodatnih preiskovalnih dejavnosti ali
preizkuSanja idej v miljeju oz. preko formulacije argumentov, ko poskuSajo
prepricati vrstnike.

Didakticne situacije so tiste, v katerih ucitelj stopa v interakcijo z dijaki, da bi jim
pomagal pri u€enju specificne snovi. Pravzaprav se izraz didakticno nanasa na
namerno dejanje osebe, da z nekom drugim deli znanje. V didakticnih situacijah je
ena od glavnih funkcij zaceti, urejati in voditi adidakti¢ne situacije ter poskrbeti,
da se znanje, ki je bilo razvito v teh situacijah, deli, potrdi in prepozna kot
»pravilno« (oz. vsaj ustrezni deli znanja). Kot je prikazano na Sliki 10, to pomeni,
da didakti¢ne situacije tvori uciteljeva interakcija z adidakti¢nimi situacijami.
Seveda imajo te adidakticne situacije lahko bolj ali manj bogat potencial - od
tihega posluSanja uciteljevih razlag do aktivne udeleZzbe v bogati problemski
situaciji. Resni¢no se glavni ucni potencial dijakov nahaja v adidakti¢nih
situacijah, saj imajo te potencial, da razvijejo osebno znanje dijakov, ki skozi
didakti¢ne situacije lahko postane skupno znanje. Drugace povedano, ucni
potencial se nahaja v dialektiki med adidakti¢nimi in didakti¢nimi situacijami oz.
med osebnim in skupnim znanjem. Slika 10 tudi prikazuje, kako so didakti¢ne
situacije kot celota sestavljene iz »dvojne igre«: igre dijakov z miljejem
(adidakti¢nih situacij) in uciteljeve igre z adidakti¢nimi situacijami (ki jih
nacrtuje, izvaja in ureja). Slika pokaze, da adidakti¢ne situacije ne pomenijo, da je
ucitelj odsoten oz. neaktiven. Spontano samoucenje ni adidakti¢na situacija,
temvec¢ nedidakti¢na.

Adidakti¢nost je poseben fenomen znotraj didakti¢nih situacij: oseba, ki Zeli deliti
doloCeno znanje, se lahko namenoma umakne iz interakcije, da bi omogocila
ucencu, da ravna na nacine, ki so koristni ali celo nujni za pridobitev tega znanja.
To je zelo sploSen pojav in ne izum TDS. Dolocene elemente adidakti¢nosti lahko
opazimo v vecini didakti¢nih situacij. Seveda pa je kakovost avtonomnih dejanj
dijakov odvisna od miljeja.



DIDAKTICNA SITUACIJA

ADIDAKTICNA SITUACIJA

Slika 10: Didakti¢ne situacije kot dvojno vzajemno vplivanje

Vloga ucitelja
Moramo pojasniti, kako se uciteljeva vloga pri pouku, ki temelji na TDS, razlikuje
od tega, Cesar so Stevilni ucitelji vajeni med obicajnim poucevanjem.

Pri velikem Stevilu opazovanih u¢nih ur matematike ucitelj sprva predstavi nov
pojem, metodo ali izrek. Nato pokaZe primere, v katerih uporabi to novo znanje,
nakar dijaki posnemajo ucitelja tako, da reSijo podobne vaje. Nazadnje ucitelj
vrednoti delo dijakov. Pri takSnem pristopu ucitelj zatne z institucionalizacijo
institucionalnega znanja. Tukaj ni miljeja, ki bi ga dijaki lahko raziskali - v
najboljSem primeru je skromen in ne omogoca preiskovalnih procesov s strani
dijakov, saj je oCitno, da je zmagovalna strategija to, da posnemajo uciteljev zgled.
Med resSevanjem vaj so dijaki aktivni in verjetno tudi formulirajo odgovore v
zvezkih, toda to ni preiskovanje, saj Ze poznajo ustrezno metodo (ob pogoju, da so
poslusali ucitelja). Verifikacija je v celoti odvisna od ucitelja, ki potrdi ali zavrze
odgovore dijakov. V taksSnem okolju je ucitelj vir vsega znanja, dijaki pa ga zgolj
vpijajo in sledijo uciteljevemu dobremu zgledu.

Ta pristop ima svoje pomanjkljivosti. Kadar se institucionalizacija zgodi na
zacetku ucnega procesa in dijakom poda vso relevantno uradno znanje ter jih
prosi, da ga zgolj »uporabijo« v specificnih primerih, dijaki morda ne razvijejo
ustreznega osebnega znanja - v nekaterih primerih zgolj prevzamejo uradno
znanje kot taktiko za reSevanje dolocenih nalog, ki jih da ucitel;j ali ki so dane na
izpitih. Vzporedno s tem pa lahko vseeno ohranijo nasprotujoCe si ideje in
prepricanja, vklju¢no z napa¢nimi predstavami. To unici potencial racionalnega
procesa izgrajevanja znanja, ki se nahaja v dialektiki med osebnim in
institucionalnim znanjem, kot je prikazano na Sliki 11. Ko dijaki razmisljajo o
vajah, se o njih pogovarjajo in o njih pisSejo, poskusajo storiti to, kar pri¢akuje in
nagrajuje njihov ucitelj, tudi Ce jim ni jasno, kaj to pomeni ali zakaj deluje. U¢ni
izid ponavljanja strategije reSevanja je lahko presenetljivo slab, saj je v celoti



odvisen od povrSinskega prepoznavanja nalog, na katere se nanaSa. Vecina
uciteljev je bila Ze prica absurdnim primerom, ko je dijakom s takSnim pristopom
spodletelo.

Nasprotno, ko dijaki jasno prepoznajo javno ali institucionalno znanje kot
usklajeno z znanjem, ki so ga zgradili sami med interakcijo z ustreznim nizom
problemov (v adidakti¢nih situacijah), potem se jim bo javno znanje zdelo
racionalno in dobro utemeljeno ter ga bodo lazje prenesli na nove vrste
problemov, saj bodo poznali osnovne principe. Toda da bi dosegel ta boljsi
rezultat, se mora ucitelj vzdrzati pripovedovanja in razlage. Ta pristop od ucitelja
matematike zahteva veliko vec, kot se obicajno pricakuje od njega.

Pravzaprav je sodec¢ po pristopu TDS uciteljeva vloga to, da oblikuje ali izbere
situacije, v katerih lahko dijaki razvijejo osebno znanje, ki se ujema z
institucionalnim znanjem, vklju¢no z osnovnimi principi slednjega. U¢itelj mora
tudi organizirati cikli¢no dialektiko, prikazano na Sliki 11: za poucevanje novega
znanja ucitelj oblikuje in poenostavi matematicno situacijo, v kateri bodo dijaki
lahko razvili svoje osebno znanje. Ucitelj mora tudi pomagati dijakom deliti to
znanje v javnhem prostoru ucilnice, kjer ga lahko s¢asoma uskladimo z novim
znanjem, ki ga morajo pridobiti dijaki. Ucitelji morajo poznati ve¢ kot le
institucionalno znanje, poznati morajo tudi situacije, ki dijakom omogocajo, da to
znanje pridobijo.

INSTITUCIONALNO ZNANJE

Deinstitucionalizacija

Institucionalizacija (gradnja miljeja, devolucija)

OSEBNO ZNANJE
(adidakti¢na situacija)

Slika 11: Vzajemno vplivanje osebnega in institucionalnega znanja v didakti¢nih
situacijah

Didakticne pogodbe

Celo za izkuSene ucitelje je lahko delo s scenariji, ki temeljijo na preiskovanju,
izziv, saj dijakom ne smejo preprosto podajati uradnega znanja in nadzorovati
njihov sprejem tega znanja, temvec morajo dijake usmerjati pri lastni izgradnji
znanja. Kadar ucitelj pozna vse pravilne odgovore in vidi, da so dijaki pristopili k



problemu napacno ali manj ustrezno, je resnicno izziv, da dijake ne popravi oz. jih
vodi v smeri najboljSe strategije. Zelo pomembno je, da ucitelj ve, katere dele
znanja morajo dijaki zgraditi sami v adidakti¢nih situacijah (brez posredovanja s
strani ucitelja) in katere lahko ucitelj institucionalizira neposredno. V situaciji
poucevanja imajo dijaki in ucitelji dolo¢ena pri¢akovanja o vlogah in

Dijaki igrajo igro, kjer zmaga tisti, ki prvi doseZe Stevilo 20. Dva igralca igrata
drug proti drugemu. En igralec za¢ne igro tako, da izbere Stevilo 1 ali 2. Drugi
igralec prejSnjemu rezultatu priSteje Stevilo 1 ali 2, oba pa stremita k temu, da
bi prisla do Stevila 20.

odgovornostih drug drugega v razredu. Zbirki teh pricakovanj recemo didakticna
pogodba situacije. Ni pogodba v obi¢ajnem pomenu pisnega dokumenta, vseeno
palahko opazimo njen vpliv na dejanja uciteljev in dijakov. Npr. kadar dijak prosi
ucitelja, da mu pove, Ce je njegova resitev linearne enacbe pravilna, pokaZe svoje
pricakovanje, da preverjanje pravilnosti takSnega izracuna (Se) ni njegova
odgovornost. Ucitelj lahko ravna v skladu s tem in mu pove svoje mnenje, lahko
pa poskusi prilagoditi ta del pogodbe tako, da med dijaki organizira igro z novim
problemom (kakSne tehnike obstajajo za preverjanje pravilnosti predlagane
resSitve linearne enacbe).

Ce so dijaki vajeni, da jim ucitelj na samem zacetku poda odgovore, lahko ob¢utijo
doloceno frustracijo, ko jim naloZi dejavnosti odprtega tipa, ki temeljijo na
preiskovanju. V takSnih situacijah dijaki pogosto prosijo ucitelja, bolj ali manj
posredno, da jim pove pricakovano strategijo. UCitelja lahko zamika, da bi dijakom
pojasnil, kaj morajo storiti — seveda bi bilo to najlazje za vse. Vendar pa, kot je bilo
Ze pojasnjeno, to unic¢i ucni potencial situacije poucevanja. Da bi preprecili takSne
frustracije, je lahko v pomoc¢, da na zacetku dijakom pojasnimo, da bomo
spremenili nacin poucevanja in da pri¢cakujemo, da bodo sodelovali pri reSevanju
problemov, tudi ¢e se sami sebi zdijo nepripravljeni.

Ko bodo dijaki ugotovili, da je uciteljeva institucionalizacija na koncu ure le
preoblikovanje osebnega znanja, ki so ga zgradili sami, bodo dobili obcutek, da je
to, kar so poceli, smiselno in pomembno ter bodo postopoma sprejeli svoje nove
vloge in odgovornosti. Obstaja veliko dokazov, da bodo dijaki s¢asoma tudi razvili
pozitivnejSi odnos do matematike kot celote: namesto nesmiselnega in
neskonc¢nega inventarja danih odgovorov bodo matematiko po novem razumeli
kot racionalen, zahteven in zadovoljujo¢ podvig - podobno, kot jo razumejo
uspesni raziskovalci.

Faze didakticnih situacij

Ideja pristopa TDS je ustvariti situacije, ki obravnavajo znano oviro na poti do
dolocenega matemati¢nega znanja in pri dijakih ustvarijo potrebo, da razvijejo oz.
zgradijo novo matemati¢no znanje. Oblikovanje in prilagajanje taks$nih situacij je
osrednji element pristopa TDS in njegovega »didakti¢nega inZeniringa«.

Situacije poucevanja so razdeljene na pet faz. Vsako fazo bomo opisali, skupaj s
komentarji glede njihove vloge v u¢nem procesu dijakov. Zaporedje faz ni strogo



doloceno, pregled pa bomo podali kasneje. Vsako fazo bomo ponazorili s pomocjo
dveh primerov. Prvi primer je situacija s sestavljanko, ki je bila predstavljena v
uvodu, drugi pa je znana Dirka do 20.

Cilj Dirke do 20 je, da se dijaki naucijo, kako z deljenjem dobijo odgovor na novo
vrsto problemov ter se zgodaj seznanijo z dokazi (za utemeljitev »zmagovalnih
strategij«). Konkretneje, od dijakov se pri¢akuje, da bodo poiskali vsa zmagovalna
Stevila 20, 17, 14, ..., 2 (Stevila, manjSa od 20, ki pri deljenju s Stevilom 3 dajo
ostanek 2) in utemeljili, da so zmagovalna. Poskusi s to situacijo so potrdili, da
dijaki ta Stevila odkrijejo kot delne zmagovalne strategije in v tem vrstnem redu,
s ¢imer postopoma pridejo do kon¢ne strategije (ostanek pri deljenju s Stevilom
3), na poti do tega pa dejansko odkrijejo nekatere osnovne objekte in nacela
modularne aritmetike, kot je (v o¢eh matematika) specificen kongruencni razred.

Faza devolucije

Prva faza se imenuje faza devolucije. Na splosno je devolucija prenos ali spust
necesa na niZjo raven. V pristopu TDS je devolucija izhodisce. Je faza, v kateri
ucitelj predstavi problem in pojasni pravila za reSevanje problema. Drugace
povedano, ucitelj preda milje dijakom. Ce uporabimo terminologijo iger, ucitelj
predstavi igralno povrSino in pravila igre. Moramo poskrbeti, da so dijaki
razumeli pravila in da bodo lahko sodelovali v predvidenih dejavnosti po
zakljucku faze devolucije. V situaciji s sestavljanko je ocitno, da se igro igra tako,
da dijaki ustvarijo nove koscke in sestavijo povecano sestavljanko. V tej fazi ucitelj
ne nudi dodatne pomoci. V fazi devolucije pri igri Dirka do 20 ucitelj predstavi
pravila, vendar tudi odigra eno igro z dijakom pred tablo kot prikaz, kako igrati to
igro. Ali se bo ucitelj odlocil predati milje s pomocjo primera dejavnosti ali
preprosto s predstavitvijo miljeja, skupaj z njegovimi pravili in predmeti, je
odvisno od konkretnega problema in situacije.

Faza reSevanja

V fazi reSevanja se dijaki avtonomno lotijo problema. V situaciji s sestavljanko
bodo dijaki sprva uporabili predhodne izkuSnje z matemati¢nimi problemi
povecevanja velikosti in bodo pristeli 3 cm vsaki stranici danega geometrijskega
lika. Uporaba predhodno razvitega znanja in izkuSenj je naravna zacetna hipoteza,
cetudi se lahko izkaZe, da je napacna.

V primeru Dirke do 20 dijake prosimo, da igro igrajo z osebo, ki je poleg njih. Na
zacetku bo delo dijakov morda temeljilo na metodi »poskusov in napak« in ne bo
vsebovalo jasne strategije. Ko bodo pridobili izkuSnje s to igro, bodo morda
ugotovili, da lahko zmaga oseba, ki rece 17, ne glede na to, kaj bo druga oseba
dodala temu Stevilu.

Obema primeroma je skupno to, da vsebujeta bogat milje, ki podpira dijakov
razvoj osebnega znanja o problemu, ki ga reSuje. V tej fazi je lahko znanje precej
implicitno in osnovno, dijakom pa bo morda tezko (ali celo nemogoce) formulirati
predpostavke glede dejanj, ki jih izvajajo. Dijaki ¢rpajo iz prehodno razvitih
hevristi¢nih kompetenc in jih hkrati nadalje razvijajo. To fazo bi lahko primerjali
z raziskovalCevim prvim pristopom k odprtemu problemu. Morda bodo poznali
predpise igre ali miljeja v obliki definicij, premis ali izrekov z njihovega



raziskovalnega podrocja ter splo$no priznane matematicne tehnike, povezane s
tem podro¢jem. Morda pa se bodo samo igrali s predpostavkami, ne da bi hoteli
dokazati kakSen to¢no dolocen »izrek«.

Faza formulacije

V fazi formulacije morajo dijaki predstaviti, kaj so storili v fazi reSevanja - zaCetne
ideje in hipoteze ali zgolj, kaj so poskusali storiti do sedaj. To lahko izvedemo v
ucilnici na razli¢ne nacine, ni pa vedno dovolj, da prosimo dijake, da se udeleZijo
razredne diskusije. PrviC, obi¢ajno se razredne diskusije udeleZijo eni in isti
zagnani dijaki. To je teZava, ¢e Zelimo, da se vsi dijaki udeleZijo ucenja s
preiskovanjem. V okviru poucevanja matematike s preiskovanjem morajo dijaki
komunicirati in deliti osebne hipoteze, ki jih morajo nato komentirati njihovi
vrstniki, da bi formalizirali osebno znanje posameznega dijaka, ki se je
izoblikovalo v dijakovem umu, medtem ko se je ukvarjal s problemom v danem
miljeju. To pomeni, da morajo v fazi formulacije vsi dijaki izoblikovati osebne
ideje in jih tudi predstaviti. Pogosto to lahko izvedemo v manjSih skupinah.

V situaciji s sestavljanko predstavlja zbiranje kosckov fazo formulacije, v kateri
vsak dijak predstavi in pojasni svojo strategijo konstruiranja novega koScka
sestavljanke. Pricakujemo, da se bodo dijaki kot skupina soocili z oviro, da se
koscki ne prilegajo. To bo privedlo dijake do pogovora o strategijah, ki so jih Ze
preizkusili, in morda celo do razvoja novih idej za drugaéne pristope. Cetudi je en
dijak Ze na zaCetku izbral pravilno strategijo, mora ta oseba prepricati preostanek
skupine z uporabo matemati¢nih dokazov, ki jih je preostanek skupine zmoZen
razumeti in sprejeti.

V primeru Dirke do 20 se faza formulacije izvede kot nov krog iger, v katerem
vsaka ekipa dveh sosednjih igralcev igra proti drugi ekipi. Dogovarjanje o skupni
strategiji dijake prisili, da delijo osebno znanje in drug drugega prepricajo o tem,
kaks$na bi bila optimalna strategija njune ekipe. Zopet ponavljamo, da je izraZanje
izkuSenj in idej z besedami prvi korak k ustvarjanju institucionalnega znanja. Faza
formulacije deluje tako, da ustvari situacijo, v kateri milje ali predpisi igre dijake
prisilijo, da artikulirajo izku$nje in ideje, ki so jih pridobili med resevanjem
problema, kar sproZi grajenje elementov matematicne teorije.

Faza verifikacije

V fazi verifikacije dijaki svoje strategije oz. hipoteze testirajo na miljeju. To
pomeni, da se lahko delo dijakov verificira, ne da bi jim ucitelj povedal, ¢e imajo
prav ali ne. Matematicni problem bo dijakom do neke mere odgovoril glede
izvedljivosti njihovega odgovora ali strategije, Ce sta bila situacija in milje dovolj
trdno oblikovana.

V primeru s sestavljanko je bil milje oblikovan tako, da z uporabo metode
seStevanja oz. dejansko katere koli druge metode kot metode mnoZenja dijaki ne
morejo sestaviti koSCkov sestavljanke in ustvariti povecave prve sestavljanke.
Torej, Ce dijaki sprva izberejo manj produktivno strategijo, jim bo faza verifikacije
pokazala, da je njihova ideja napac¢na in da potrebujejo drugo strategijo, ki jo bodo



lahko kasneje verificirali na enak nacin. Naj poudarimo, da mora biti produktivna
strategija na dosegu matemati¢nih sposobnosti dijakov. Ce se bo dijakom pri
problemu »zataknilo« in ne bodo vedeli, kako nadaljevati, bo to seveda
protiproduktivno, kar se ti¢e razvoja matematicne radovednosti in
raziskovalnega duha.

Pri Dirki do 20 je verifikacija predvsem to, da uberejo strategijo, ki vsaki¢ zmaga.
Predvideva se, da ima zmagovalec najmocnejSo strategijo reSevanja. V
nasprotnem primeru bi lahko obe ekipi razvili optimalno strategijo. Ali pa bi obe
ekipi nadaljevali brez prave strategije. Tudi ¢e ima zmagovalec najboljSo
strategijo od obeh ekip, ni nujno, da je ekipa razvila optimalno strategijo Ze na
samem zacetku igre. V takSnem primeru lahko ucitelj razred razdeli na dve veliki
skupini, ju prosi, da pripravita optimalni strategiji in se na koncu pomerita druga
proti drugi. To lahko razumemo kot dodatno fazo formulacije, v kateri poskusajo
dijaki drug drugega prepricati o strategiji. Nazadnje se odvije zadnja tekma, v
kateri se bo zmagovalCeva strategija izkazala za najmocnejSo - bo tako rekoc
verificirana.

Faza institucionalizacije

Zadnja faza je faza institucionalizacije, v kateri bo osebno znanje kon¢no doseglo
raven institucionalnega znanja. V tej fazi ucitelj najpogosteje zbira ideje, povzema
glavne tocke predstavljenih strategij in jih predstavi kot eno optimalno strategijo.
Predstavitev tega, kar bo institucionalizirano, je pogosto enako jedrnata in
natancna predstavitev matemati¢nega znanja kot v u¢benikih.

V situaciji s sestavljanko lahko ucitelj predstavi neformalno idejo o podobnih likih
v smislu, da je »en lik povecava drugega« (pri Cemer nobena povecava ni »enake
oblike in velikosti«), z uporabo pogovora na nacin, ki ga podpirajo uradne
smernice ali ucbeniSka gradiva za poucevanje na tej stopnji. Dejstvo, da so
istoleZne stranice v enakem razmerju, je prirocno ponazorjeno z mnozenjem s
skupnim faktorjem (7/4), s pomocjo preiskovalne dejavnosti pa je bilo dokazano,
da to ustvari povecano sestavljanko, podobno prvotni. Zahtevnejsi nacini
predstavitve razmerja med prvotnim likom in na novo oblikovanim likom z
uporabo funkcij bi bili morda prevec¢ zahtevni za 14-letnike. Bistveno je, da se
matemati¢no znanje gradi na podlagi izkuSenj in razmisljanja, ne pa preprosto
prikaZe kot nedvoumno dejstvo. To je na nek nacin Se teZje doseci na ravni, kjer
so bolj formalne definicije in argumenti Se vedno izven dosega dijakov.

V primeru Dirke do 20 se institucionalizira zmagovalna strategija. To lahko
skr€imo na seznam Stevil, ki bi jih igralec moral povedati, da bi lahko nadzoroval
igro in na koncu zmagal. Morda bo dijakom relativho enostavno izpostaviti
pomembnost Stevila 17, kot je bilo Ze omenjeno. Zmagovalna Stevila ali strategijo
lahko zapiSemo kot Z = 3n+2, pri Cemer je n zaporedno Stevilo kroga, v katerem je
Z zmagovalno Stevilo. Ce na zatetku izberete $tevilo 2, lahko ves ¢as nadzorujete
igro. Da bi dijaki prisli do tega uvida, jih bo moral ucitelj morda nenehno
spodbujati, da izboljSajo svojo zmagovalno strategijo. Odvisno od stopnje bi lahko



s¢asoma analizirali bolj abstraktno igro »Dirka do N«, pri kateri na vsakem koraku
dodajo eno od $tevil 1, 2, ..., n. Nato jim le Se malo manjka do kongruenc.

Koli¢ina matemati¢nih podatkov, ki jih ucitelj predstavi v tej fazi, bi morala biti
usklajena z dejavnostmi, ki jih izvajajo dijaki. Morala bi biti sinteza znanja, ki so
ga zgradili dijaki, s katero bi lahko prepoznali in povezali svoje osebno znanje z
znanjem, ki ga institucionalizirajo in za katerega velja, da je skupno znanje
razreda.

Pomembno je, da se ta faza ne konca kot predavanje, ki bi razveljavilo dejanja
dijakov - institucionalizacija mora nadaljevati oblikovanje znanja dijakov o
danem problemu. Ce uditelj za¢ne predavati o stvareh, ki presegajo delo dijakov,
tvega, da bodo dijaki svoja dejanja razumeli kot izgovor za ucitelja, da jim lahko
predava o temah, ki so zares pomembne. V tak$nih primerih dijaki najverjetneje
ne bodo cenili matemati¢nega preiskovanja in avtonomnega izgrajevanja znanja
in ne bodo sodelovali v njem, temve¢ bodo pri pouku matematike posnemali
ucitelja.

O pomenu adidakticnih situacij

V situacijah poucevanja, v katerih dijaki ne napredujejo po pricakovanjih, bo
ucCitelja morda zamikalo, da bi preSel na faze, v katerih bodo oni obvladovali
situacijo. Toda, kot smo Ze namignili, to obi¢ajno unici nekaj dijakovega potenciala
za ucenje. Devolucija in institucionalizacija sta didakti¢ni situaciji. ReSevanje je
adidakti¢na situacija, zadnji dve fazi pa sta lahko nekje vmes. Vseeno pa moramo
teziti k maksimiranju vloge adidakti¢nih komponent. Elementi adidakti¢ne
verifikacije - brez ucitelja v vlogi razsodnika - so kljutnega pomena pri
zagotavljanju, da dijaki razvijejo popolnoma racionalen odnos do standardov
znanja in ne pristop poskusa in napake, pri ¢emer uspesen poskus prepoznajo le
s pomocjo uciteljeve potrditve. Na sploSno govorimo o adidakticnem potencialu
didakti¢ne situacije - tj. o potencialu, da dijaki samostojno reSujejo njen
matemati¢ni problem in na podlagi tega doseZejo standarde znanja. Gre za
pomembno idejo, da naj ucitelji poskuSajo uresniciti polni adidakti¢ni potencial
situacije - s pomocjo ustreznih odloCitev v fazi devolucije in s previdnim
prilagajanjem poenostavljenega miljeja zmoZnostim dijakov (ne da bi problem
trivializirali).

Povzetek faz
Slika 12 nudi pregled petih faz, ki tvorijo didakticne situacije.
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Slika 12: Pregled faz TDS, njihovega delovanja in dejanj udeleZencev poucevanja
in ucenja (prevedeno po Winslgw, 2006, str. 140)

Kot je bilo povedano Ze na zacetku, teh petih faz nismo uporabili zgolj kot orodja
za oblikovanje, ki veljajo le za poucevanje, razvito na podlagi TDS. S temi fazami
lahko analiziramo kakrsno koli poucevanje matematike (npr. da bi ugotovili, ¢e
dolocene faze manjkajo ali so premalo razvite). Tudi ¢e se poucevanje mocno
razlikuje od tega, ki je predstavljeno v tem poglavju, so faze Se vedno uporabne
pri analizi poucevanja - uciteljem pa nudijo pomembno orodje za prepoznavanje
bistveno drugacnih elementov njihovega poucevanja, ki imajo izrazite vloge in
vplive na ucenje njihovih dijakov.

Dinamicna uporaba faz

V dveh enostavnih primerih, ki ju uporabljamo skozi celotno predstavitev faz, je
ocitno, da sta bila oba zasnovana tako, da didakti¢ni milje podpira dejanja dijakov,
jim omogoca eksperimentiranje in formuliranje hipotez (tako dobrih kot slabih)
ter nudi pogoje, ki so dovolj trdni za verifikacijo teh hipotez. Konkretneje, delov
sestavljanke ni mogoce sestaviti oz. dijaki nenehno izgubljajo pri doloCenih igrah.
Obe situaciji tudi predstavljata dokaj strogi interpretaciji faz in njihovih
medsebojnih povezav. Kaj se zgodi, Ce ucitelj preda milje s problemom, ki ga dijaki
ne morejo resiti?

Pri oblikovanju poucevanja matematike je seveda pomembno, da imamo oz.
pridobimo uvid v obstojeCe znanje dijakov. Uciteljevo poznavanje tega lahko
temelji na kurikulumu za srednjesolsko matematiko, ucbeniku, ki ga je razred
uporabljal pred tem ali drugih virih, ki nakazujejo pricakovane izide. Tudi kadar



predvidevamo, da so se dijaki necesa naucili, je dobra ideja, da »preverimog, cesa
se dejansko spomnijo iz prejSnjih ucnih ur kot del faze devolucije.

Direkten nacin preverjanja bi bil, da dijake vprasamo, na primer, ¢e se spomnijo
Pitagorovega izreka. Vendar obstaja tveganje, da dijaki ne bodo Zeleli oz. se bodo
bali priznati, da se izreka ne spomnijo. Nekateri dijaki bodo odgovorili pritrdilno,
da bi ugodili ucitelju. Druge bo strah, da bi »izgubili veljavo«. Bolj produktiven
nacin bi bil, da vprasamo, kaj vedo o pravokotnih trikotnikih. Ce dijaki ne omenijo
pricakovanega znanja, jim bo ucitelj morda moral predstaviti nov problem,
preden jim preda nacrtovani problem in milje. Ta novi problem bi moral dijakom
dati priloZnost, da ponovno odkrijejo znanje, ki so ga morda pozabili in dobijo
skupno izhodiSce tako, da rekonstruirajo znanje, ki bi ga morali Ze imeti.

Podoben problem se lahko pojavi med fazo reSevanja: dijaki lahko napacno
razumejo devolucijo. V primeru s sestavljanko ne poznajo nobenih alternativ
povecevanju dolzin stranic likov s seStevanjem. Kako premostiti takSen izziv v
situaciji poucevanja je odvisno od tega, koliko dijakov se ne zna lotiti problema in
od matemati¢nih dosezkov dijakov na splosno. V taksnih situacijah mora ucitelj
skrbno razmisliti o reguliranju miljeja. Tukaj tvegamo, da razkrijemo standarde
znanja, ki naj bi jih dijaki dosegli. V situaciji s sestavljanko lahko ucitelj za¢ne fazo
formulacije, v kateri dijaki delijo svoje zaCetne ideje, nato pa naredi preglednico,
ki v eni vrstici prikazuje dolZine stranic dane sestavljanke, v drugi pa povecane
dolZine stranic. To lahko privede do ideje, da obstaja veC razlicnih »metod«
povecevanja, kar je nekak$na groba ideja o funkcijah. Stevilo 4 zares lahko
postane 7 z uporabo razli¢nih izracunov. Klju¢no vprasanje, ki se lahko pojavi in
o katerem se lahko razpravlja, je: kaj se zgodi s stranico dolZine 1? Ali po povecavi
res postane 1+3=4? Ce upostevamo, da je stranica dolZine 4 sestavljena iz $tirih
koSckov dolZine 1, nam to lahko namigne, da naj bi Stiri povecave dolZine 1 skupaj
tvorile stranico dolzine 7. Dijaki naj bi sami prisli do takSnih ugotovitev, kolikor
je le moZno. V takSnem primeru so lahko tudi dijaki, ki na zacetku niso imeli idej,
sposobni razviti drugacen pristop k danemu problemu. To pomeni, da lahko faze
uporabljamo dinamic¢no, na nadzorovan nacin. Odvisno od sodelovanja dijakov
pri reSevanju problema in miljeju, bo morda smiselno, da se premikamo nazaj ali
naprej med fazami, da bi zagotovili, da lahko vsi ukrepajo in zgradijo doloCeno
osebno znanje o pri¢ujoCem problemu. Vzajemno vplivanje osebnega in skupnega
znanja je klju¢na dinamika, ki jo lahko nadziramo s pomocjo sistemati¢ne in
nacrtovane uporabe faz.

Podrobnejsi primer za srednjo sSolo

V tem podpoglavju predstavljamo primer oblikovanja poucevanja, ki temelji na
TDS, z u€nim ciljem »predstaviti idejo in nekatere metode optimizacije«. Problem,
ki naj bi se ga lotili dijaki, je sledec:

. Dobil si vrvico dolzine 1 m. To vrvico mora$ razdeliti na dva kosa. Z enim
. kosom oblikuj kvadrat, z drugim pa enakostrani¢ni trikotnik. Kje moras$
| prerezati vrvico, da bi imela oba geometrijska lika skupaj minimalno plo§¢ino?



Teoreticna reSitev vodi do natantnega odgovora, za dijake pa ni dovolj
prepricljiva. Se vedno zahteva precej$njo koli¢ino algebrskih operacij na podlagi
dijakovega znanja o npr. geometriji ali regresiji. V obeh primerih postane ocitna
potreba po novih metodah za reSevanje ekstremalnih problemov oz. problemov
optimizacije.

Milje je sestavljen iz problema, vrvice (npr. 5 vrvic na skupino dijakov), ravnila,
Skarij in morda Zepnega racunala ali raCunalnika. Fazo devolucije za¢ne ucitelj, ki
razred vpraSa: »Kaj veste o plosc¢inah geometrijskih likov?« S tem naj bi dijake
spomnil na formuli, kot sta plosc¢ina kvadrata in trikotnikov:

Divadrata = a° (pri Cemer je a dolZina stranice),

1 PV .. :
Ptrikotnika = vb (vje viSina in b je dolZina osnovnice)

1, . : . v o :
Ptrikotnika = 3 absiny (kjer sta a in b dolZini stranic trikotnika, y pa

je kot med njima).

Obravnavajo lahko tudi druge like. Po ponovitvi tega institucionalnega znanja o
plos¢inah ucitelj dijake razdeli v skupine. Vsaka skupina dobi pet vrvic, Skarje in
ravnilo. Ce Zelijo, lahko uporabljajo Zepna ra¢unala ali ra¢unalnike. Skupinam
sedaj preda problem. Ta celotna faza je didakticna situacija, v kateri je ucitelj
moderator razrednega dialoga.

V fazi reSevanja se dijaki lotijo problema. Pri tem lahko izberejo Stevilne
strategije, omenili pa bomo samo tri. Nekateri dijaki bodo morda izbrali strategijo
»poskusi in napake«, kar pomeni, da bodo prerezali vrvico, ustvarili oba lika, nato
pa izmerili in izracunali plo$¢ino kvadrata in trikotnika. Z isto vrvico lahko
ustvarijo dva para likov. Nato prereZejo naslednjo vrvico, cemur sledijo nove
meritve itd. Na koncu bodo dijaki dobili obcutek, kje je mesto optimalnega reza
na podlagi lastnih izkuSenj. Druge skupine bodo morda prisle do ideje, da bi
takSne meritve uporabile kot podatke. Te lahko prikazejo z raCunalniskim
programom ali graficnim racunalom ali pa jih nariSejo na papir s svin¢nikom, s
¢imer ustvarijo graficni prikaz vsot vseh ploscin in tega, kje je treba prerezati
vrvice. Ce so bili podatki skrbno izbrani, v smislu, da pokrivajo celotno vrvico,
vklju¢no z minimumom, bodo nakazali parabolo. Ce so podatkovne to¢ke grafi¢no
prikazane z racunalniskim programom, lahko dijaki izvedejo regresijo, s katero
pridejo funkcijskega predpisa, ki opisuje te podatke. Odvisno od strategije in
orodij, ki so dijakom na voljo, lahko doloCijo minimum funkcije za ploscino in
ocenijo najmanj$o vrednost za y na podlagi tega, kje leZi minimum. Ce so dijaki
uporabili svin¢nik in papir, lahko nariSejo pribliZzek parabole, ki se najbolje
prilagaja izra¢unanim to¢kam. Ce so dijaki uporabili grafi¢no rac¢unalo ali
raCunalniski program, lahko s pomocjo regresije poiscejo funkcijo, ki opisuje
odvisnost med plosc¢ino in tocko, kjer so prerezali vrvico. Z uporabo programa za
simbolno raCunanje lahko dijaki dolocijo ekstrem tako, da izberejo ukaz za analizo
grafa, ali pa tako, da sami analizirajo graf. Ce so dijaki pravilno izvedli regresijo,
bodo prisli do funkcijskega predpisa
f(x) = ax? + bx + ¢,



kjer je f ploSCina, x pa je dolZina enega kosa vrvice. V tem primeru najmanjso
skupno plosc¢ino dobimo s formulo

y=-

b%—4ac
4a

)

ki se ujema s formulo
x=-_
Dijaki, ki izberejo slednjo strategijo, morajo seveda poznati polinome (druge

stopnje) in parabole ter kako izracunati njihove ekstreme.

Druge skupine bodo morda razumele problem kot algebrski problem. Ce je
metrska vrvica enaka 4 stranicam kvadrata, 4k, in trem stranicam trikotnika, 3¢,
potem dobimo enacbo 1 = 4k + 3t. Nato lahko dijaki skupno ploS$¢ino izrazijo
kot

Dskupna = Pkvadrata * Ptrikotnika .

Ta funkcija je polinom druge stopnje, za katerega lahko poisc¢ete najmanjso
vrednost z uporabo zgoraj opisanih metod, Ce ste izbrali strategijo regresije.

Ta faza je adidakti¢na. Ucitelj ne posega v skupinsko delo, vendar lahko usmerja
pri uporabi programa za simbolno racunanje, Zepnega racunala ali drugih bolj
prakti¢nih problemih, ¢e je to potrebno. Hkrati ucitelj dobi uvid v to, katere
skupine so izbrale katero strategijo oz. s kakSnimi izzivi se soocajo skupine med
preiskovanjem. Ta konkretni primer se naslanja na pristop odprtega tipa, pri
katerem dijakom postavimo problem, ki ima lahko mnoZico strategij reSevanja,
vse pa se stekajo v en sam odgovor.

Po prvi kratki fazi dijake prosimo, da predstavijo svojo strategijo za reSevanje
problema. Ubeseditev dejanj pomaga dijakom, da svoje dokaj ohlapne ideje in
hipoteze iz preiskovalnega procesa natancneje dolocijo. Lahko bi trdili, da
skupinsko delo predstavlja prvo fazo formulacije, saj se morajo dijaki v vsaki
skupini dogovoriti o strategijah oz. hipotezah, da lahko sodelujejo. Poleg tega
lahko resevanje v skupinah povzroci, da ¢lani skupine dolocene ideje zavrnejo in
sledijo drugim. Ta proces lahko vsebuje tudi elemente verifikacije. Na podlagi
prvih izkuSenj z rezanjem, merjenjem in racunanjem ploscin dijaki lahko mislijo,
da vedo, kje morajo prerezati vrvico. Toda tretji izracun jih lahko privede do Se
vecje ploscine kot prva dva izracuna. Skupina mora v takSnem primeru razmisliti
o0 svoji strategiji. Obstaja torej moZnost, da so se vse adidakti¢ne ali potencialno
adidakticne situacije odvile med skupinskim delom, Se preden je skupina delila
svoje strategije z drugimi skupinami.

Ko dijaki oblikujejo prvotni odgovor na problem, morajo skupine predstaviti
svoje delo preostanku razreda. V prvi predstavitvi lahko prosite skupine, da
povedo dolzino enega kosa vrvice, da bi videli, Ce se vsi strinjajo o tem, kje jo je
treba prerezati. Ce se skupine ne strinjajo, je to $e dodaten razlog, da predstavijo
svoje strategije in posluSajo strategije drugih skupin. Pri¢akuje se, da bodo na
podlagi tega nekateri dijaki spoznali, da je strategija »poskus in napaka« manj



uspesna, kadar Zelimo poiskati natancen odgovor, in da lahko uporabijo svoje
ugotovitve pri strategiji regresije, ¢e se odlocijo zanjo.

Na tem mestu se lahko faza formulacije prekriva s fazo verifikacije. Vse predloge
tock, kjer naj prerezemo vrvico, lahko testirate v miljeju. Za vsako predlagano
dolzino lahko izra¢unate skupno ploS¢ino kvadrata in trikotnika. V tem smislu
lahko milje pomaga verificirati, katera skupina je predlagala rez, ki privede do
najmanjSe ploscine. Izziv je privesti dijake do tega, da razpravljajo tudi o lastni
strategiji. UCitelj jih lahko vpraSa, Ce so trdno prepricani, da ne obstaja boljse
mesto reza. Ce se je razred odlo¢il, da bo nalogo resil s pomo¢jo metode »poskusa
in napake, to pomeni, da mora sedaj pripraviti natan¢nejSe argumente.

Tistim dijakom, ki so izbrali regresijo, bo izziv odkriti, katera funkcija dejansko
najbolje opise situacijo. Ce imajo na razpolago le podatke v neposredni okolici
ekstremov, bodo morda videli odvisnost kot npr. linearno ali eksponentno. Da bi
se izognili takSnim situacijam, moramo vprasati dijake, kje je ta odvisnost sploh
smiselna. To lahko razumemo kot novo devolucijo malce druga¢nega problema
znotraj podobnega miljeja.

Optimalne strategije ne moremo verificirati tako, da jo testiramo na
razpolozljivem miljeju. Torej v tem delu verifikacije ucitelj igra aktivnejSo vlogo,
vendar je Se vedno pomembno, da tudi preostanek razreda verjame v
predstavljeno strategijo.

V fazi institucionalizacije je pomembno, da ucitelj povzame ideje in jih
medsebojno poveze. Na primer dijaki, ki so sprva izbrali metodo »poskusa in
napake, so naredili enako kot tisti, ki so ustvarili nabor podatkov. In tisti, ki so
ustvarili podatke, so dejansko nasli tocke, ki bi se teoreti¢no morale nahajati na
grafu, ki prikazuje funkcijo za plos¢ino. Vsem strategijam je skupno iskanje tocne
vrednosti najmanjSe ploS¢ine - problem optimizacije. V vseh primerih izracuni
niso enostavni, ¢eprav so izvedljivi. To ustvari potrebo po pogovoru o drugih
metodah za probleme optimizacije, Se posebej v primerih, ko pridemo do
polinomov visjih stopen,;.

Dodatne primere uporabe teh idej in drugih principov oblikovanja modulov, ki
temeljijo na poucevanju matematike s preiskovanjem, lahko najdete v drugih
publikacijah projekta MERIA (glejte http://www.meria-project.eu/).

Kot je bilo omenjeno v prejSnjih poglavjih, Artigue in Blomhgj (2013) poudarjata,
da so Stevilni dobro uveljavljeni raziskovalni programi v matemati¢cnem
izobraZevanju razvili metode in ideje za to, Cemur danes pravimo poucevanje
matematike s preiskovanjem. Poleg TDS-ja je Ucenje matematike v realnem
kontekstu (RME) ena od najopaznejsih.


http://www.meria-project.eu/

RME je sestavljen iz idej in principov za oblikovanje u¢nega procesa. To poglavje
nudi pregled glavnih idej UCenja matematike v realnem kontekstu, ki je namenjen
uciteljem in oblikovalcem izobraZevalne politike. Ideje so ponazorjene s primeri
nalog. V tem besedilu teorija RME temelji na dveh osrednjih nacelih:

(1) Matematika je ¢loveska dejavnost.

(2) Smiselna matematika temelji na bogatih kontekstih.
V zadnjih podpoglavjih opisujemo povezavo med naceli RME in poucevanjem
matematike s preiskovanjem ter obravnavamo ideje RME, ki so lahko v pomoc pri
oblikovanju scenarijev poucevanja matematike s preiskovanjem.

Matemati¢no znanje lahko v zelo veliki meri strukturiramo, medtem ko Ucenje
matematike v realnem kontekstu trdi, da u¢ni proces zahteva manj formalen
pristop. Pri formalnem pristopu za¢nemo z aksiomi, postulati in definicijami ter
iz njih izpeljemo premise in izreke. Dokazi potrdijo resni¢nost teh trditev znotraj
aksiomatskega okvira. Tradicija organiziranja in predstavljanja matemati¢nih
rezultatov na takSen formalen nacin sega vse od Evklida (300 pr. n. §t.) do
sodobnih matemati¢nih raziskav. Podoba matematike kot zgradbe, kjer so
aksiomi temelji, logika pa malta, je impresivna in ucinkovita. Formalna
predstavitev rezultatov omogoc¢a nedvoumno akademsko komunikacijo. Ni¢
cudnega, da so nekateri osnovali matemati¢no izobraZevanje na njej. V Stevilnih
drzavah so do petdesetih let 20. stoletja za poucevanje geometrije uporabljali
Evklidove Elemente. V petdesetih in Sestdesetih letih je gibanje Nova matematika
uvedlo teorijo mnoZic kot osnovo za srednjeSolsko matematicno izobraZevanje.

Ali bi morala biti ta moc¢no strukturirana celota matemati¢nega znanja glavni
navdih za to, kako oblikujemo matematicno izobrazevanje? Ucenje matematike v
realnem kontekstu na to gleda z druga¢nega vidika. Glavni navdih RME je, da je
matematika cloveska dejavnost. Organizirana celota matemati¢nega znanja je
produkt te dejavnosti. Na primer dobra definicija matematicnega objekta je
pogosto rezultat dolgega procesa matemati¢nih misli, idej in poskusov. RME
izpostavlja pomen teh procesov, ki vodijo do izpopolnjene razliCice
matemati¢nega objekta ali rezultata.



Na samem zacetku poglavja o logaritmih bi lahko definirali logaritemsko .
funkcijo kot inverz eksponentne funkcije. Pristop, ki temelji na U¢enju

matematike v realnem kontekstu, raje za¢ne z nalogo, ki pokaZe potrebo po

tem konceptu. Naloga bi morala dijakom omogociti, da sami obcutijo potrebo

po logaritemski funkciji. Predstavljamo primer takSne naloge.

Robert je poloZil 100 evrov na ban¢ni racun. Obrestna mera je 2 %. Izpolni
reglednico.

Znesek (Z) | 100 ~ 108,24 ~ 129,36 ~ 199,99 ~ 507,24
Stevilo 0

minulih let

()

Poznas funkcijo, s katero izracunas t iz Z?

Seveda bo odgovor na to vprasanje najverjetneje »ne«, vendar je pomembno,
da se dijaki to vprasajo in spoznajo, da potrebujejo novo funkcijo. Dijaki niso
vajeni tak$nih vprasanj. Zaradi tega bodo verjetno bolje odgovorili na to
vprasSanje med razredno diskusijo, ki jo vodi ucitelj. Dijaki bodo morda
pomislili na funkcije (kvadratnega) korena in jih bo treba usmerjati, da bodo
ugotovili, zakaj niso ustrezne.

Ko dijaku predstavimo matematiko v moc¢no strukturirani razlicici, ki temelji na
aksiomatskem sistemu, gre za inverzijo. Dijaka soo¢imo z rezultatom pogosto
dolgega in zahtevnega matemati¢nega procesa. Ce naj bi se dijak na ta nacin ugil
matematiko, potem je ucni proces inverzija procesa, ki je privedel do matematike.
Moral bo trdo delati (ali ¢akati), da bi odkril, katera vprasanja so privedla do
nastanka takSne matematike in katere probleme je slednja reSila. Ucitelj se je
morda zavestno odlocil za takSen pristop, toda Ucenje matematike v realnem
kontekstu trdi, da tukaj ne gre za didakticen pristop, temvec¢ za anti-didakti¢no
inverzijo (Freudenthal, 1991).

Splosno gledano je formalna predstavitev matematike zacetnikom precej
nedosegljiva. Obstajajo Stevilni didakti¢ni argumenti proti soocenju dijaka z
matematiko v njeni mocno strukturirani, izpopolnjeni obliki na zacetku ucnega
procesa:

e Naravni proces (ki ga vodijo vprasanja, problemi, radovednost itd.), s
katerim pridemo do matematike, ni prikazan. Dijaku odvzamemo smisel in
motivacijo.

¢ Intuicija, ki vodi do teorije, je tuja utnemu procesu.

e Nijasno, kaj sistem reSuje, modelira ali zajema (in Cesa ne).

e Hevristike, ki so bile potrebne za organiziranje matematike na ta nacin, so
zanemarjene.



e Predstavitev ima lahko preveC ali premalo vsebine. Dolocen vidik
matematike je morda zelo tezko razumljiv, vendar je v formalni
predstavitvi deleZen le malo pozornosti.

Stevilni matematiki, vklju¢no z ucitelji matematike, se e spomnijo, ko so se v
prvih letih Studija ali celo v srednji Soli soocili z ¢, §-definicijo limit. Zakaj jim je
bila tako nerazumljiva? Dijaku ne bo smiselna, ¢e ne razume problemov s
strogimi dokazi, ki so se pojavili pri analizi na zaCetku 19. stoletja. KakSen
problem reSuje? Zakaj toliko truda, da dokaZejo nekaj ocitnega? Zakaj druge
definicije ne delujejo?

Podobno je, ¢e v srednjih Solah navedemo distributivnostni zakon » a-
(b+c) =a-b+ a-c«brez konteksta, cemur sledijo vaje, kot so »razcleni 5 -
(a + 2) «, kar je formalno gledano pravi vrstni red, vendar je za dijaka
nesmiselno. Poleg tega ne odgovori na vprasSanje, zakaj je to koristno pravilo oz.
spretnost.

Seveda je (formalni) pomen matemati¢nih objektov in postopkov v formalnih
predstavitvah matematike skrbno in natan¢no opisan. Glede na to, da so
predstavitve s formalnimi znacilnostmi lahko za zacetnike nerazumljive in
nedidakti¢ne, kako naj jih nau¢imo?

Ucni proces je sestavljen iz ucnih dejavnosti. Ena osrednjih idej Ucenja
matematike v realnem kontekstu je, da morajo biti te dejavnosti osnovane na
realnih oz. realisti¢nih situacijah. Pomen matemati¢nih konceptov in postopkov
konstruiramo iz tega, kar je dijaku Ze smiselno, kar je zanj realno.

Kaj je v okviru RME misljeno z besedo »realno/realisticno«? Dijaku je nekaj
realno, ¢e ima zanj nek jasen pomen, ki ga je sposoben razumeti. Skupini dijakov
je nekaj realno, Ce se jim z njihovega vidika to zdi smiselno in logi¢no. »Realno«
ne pomeni (nujno), da je »oblikovano po realnosti«, npr. po situacijah iz drugih
strok, kot sta fizika ali ekonomija. Prav tako tudi »realisti¢na« u¢na situacija ne
pomeni nujno, da je osnovana na vsakdanjih Zivljenjskih izkuSnjah. In »realno«
vsekakor ni misljeno ontolosko, tj. kot kar obstaja in kar ne. Pravzaprav bi bil
morda izraz »smiselna matematika« boljsi od izraza »matematika v realnem
kontekstu«, vendar je to uradna oznaka, ki se je pojavila v prejSnjem stoletju.
Smiselno matematiko uc¢imo iz tega, kar je dijaku Ze smiselno, predvsem iz
smiselnih kontekstov. Kot pravi Freudenthal:

»Kako realni so koncepti, je odvisno od ustvarjalca, in pod danimi
okolis¢inami so lahko kognitivni prijemi prodornejsi kot rocni in Cutni
prijemi, ki so v resnici vedno pomesani s spoznavanjem« in »(Realno je)
medsebojno povezano z dejanskimi, izmisljenimi in simboliziranimi razmeryji
(.--), ki lahko segajo od jedra vsakdanjih Zivljenjskih izkusenj do skrajnih
meja matematicnega raziskovanja, odvisno od angaZiranosti vpletenih
oseb.« (Freudenthal, 1991, str. 30).



Distributivnostne zakone lahko
predstavimo v realnem geometrijskem
kontekstu:
Izracunajte ploscino celega
pravokotnika na dva nacina:
(1) Najprej plos¢ino temnega in nato
svetlega pravokotnika, nakar ju seStejte.
(2) Najprej izracunajte celotno Sirino in jo
nato pomnozite z visino.
(povzeto po van den Broek idr., n.d.)
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Zakaj je to (bolj) realisticen pristop? Predvideva se, da je dijak seznanjen z
raCunanjem plosc¢in. Pomen enakosti se pojavi naravno, saj morata biti izida
obeh izracunov enaka. Naloga sama ustvari pomen. Uciteljeva vloga je
predstaviti nalogo, voditi dijake in v razredu izvesti refleksijo o nalogi. Nalogo
mora vkljuciti v uni proces na pravilen nacin. V preostanku besedila navajamo
vec pogledov na to temo v okviru RME.

Bogate strukture in bogati konteksti
Sode¢ po RME, dijak novega pomena matematike ne izpelje iz formalne
matemati¢ne zgradbe, temve¢ predvsem iz tega, kar je zanj realno. Didakti¢na
situacija mora omogocati razvoj novega znanja iz tega, kar je Ze smiselno. To
pomeni, da mora biti bogata z nematematicnimi konteksti in matemati¢nimi
strukturami. Navajamo moZne nacine, kako lahko matemati¢na struktura ali
kontekst postane bogat:

(1) povezuje se z razlicnimi vidiki dijakove zdrave pameti - vec je povezav,
bogatejsa je struktura,

(2) njena matematicna uporabnost presega situacijo, v Kkateri je bila
predstavljena,

(3) omogoca razli¢ne pristope ali reSitve na razli¢nih ravneh.

V nadaljevanju bomo te nacine ponazorili s konkretnimi primeri.






Tocko (1) ponazarja naloga »Stolp in most«. Uporabljena je bila pri poskusu
uvoda v merilo in geometrijsko razmisljanje v 3D kontekstu (Goddijn, 1979).

Spodaj vidite dve fotografiji iste lepe nizozemske pokrajine s stolpom in
mostom z razli¢nih zornih kotov. Kateri je visji: stolp ali most?

Nizozemski Solarji se veliko vozijo s kolesi, Se posebej v Solo. Zagotovo so videli
takSne mostove in stolpe iz razli¢nih poloZajev. Vsak dan jih fotografirajo (in
urejajo) s svojimi pametnimi telefoni. Poleg tega ima vsak od nas prirojeno
sposobnost, da si predstavlja prizoriS¢e z razlicnih perspektiv. Torej je ta
situacija realisticna v Stevilnih pogledih, sedaj pa morajo o njej razmisljati
matemati¢no. Da bodo lahko dijaki razpravljali o situaciji, bodo morali uvesti
pojme, kot so zorni koti, projekcije, Zarek in merilo, to pa je tudi cilj te naloge.

Spodnja slika povzema nekatere matematic¢ne vidike problema. Fotografiji sta
prikazani v bolj realnem merilu.




Tocko (2) ponazarja zgornji primer pravokotnika. Lepo ga lahko prenesemo na
vaje, kot so: razcleni 3 - (x + y + 3), kjer pravokotnik razdelimo na tri dele
namesto na dva. Velja tudi za (a + 7)(b + 8), kjer pravokotnik razdelimo na
Stiri dele.

|fe———— -1 —— |
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Ta primer je v€asih razloZen s pomocjo drugega modela, ki ne izpolnjuje tocke
(2). Temu drugemu modelu reCemo »papagajev kljun«, ponazorimo pa ga lahko
tako:

N~
(a+7)(b+8) =ab+8a+7b+56
~

Ko pomnoZite dva &lena, povlecite ¢rto med njima. Ce ste dobro opravili, se
pojavi kljun. Ta model je mnemotehnicno sredstvo, ki ne pojasni, kaj se dogaja.
Ne izpolnjuje tocke (2), saj dobite le kljun, ki raz¢leni (a + ¢)(b + d), vendar ne
z (a + c)(b + d + e) ali kompleksnej$imi izrazi.

Ce se osredototamo na formalno predstavitev matematike kot navdih za
izobraZevanje, potem je logiCna izbira, da za¢nemo z najmanj strukturiranimi
matemati¢nimi objekti. Na ta nacin izgrajujemo matemati¢no znanje od temeljnih
pojmov navzgor. Geometrijo bi tako zaceli z aksiomi o tockah in ¢rtah. Analizo bi
lahko zaceli s Stevilskimi mnoZicami, od naravnih do realnih Stevil, ki bi jim sledile
funkcije itd. TakSen pristop je bil uporabljen med gibanjem Nova matematika v
Sestdesetih letih 20. stoletja. Toda to je le Se ena inkarnacija anti-didakti¢ne
inverzije. Te strukture so veCinoma konc¢ne tocke procesa abstrahiranja,
»osiromasenja« in reorganizacije matemati¢nega znanja. UCenje matematike v
realnem kontekstu meni, da je za dijake bolj pou¢no, da sami gredo skozi proces,
s katerim to doseZejo.



Tocko (3) lahko ponazorimo z naslednjim primerom. Po prehodu iz Stevil na
spremenljivke lahko nadaljujemo z reSevanjem enacb.
Resite enacbe:
2x =8
7+x=15
x? =25
x+8=2x+2
(x+2)>=16
Primerov je lahko Se vec. Bolj ko bodo enacbe raznolike, bogatejSa bo naloga.
UspesSnost dijakov pri tem primeru bo razli¢na, saj se pred tem niso naucili
nobenih metod resSevanja. Uporabili bodo tudi razlicne nacine razmis$ljanja. S
pomocjo tega primera lahko ucitelj ugotovi, kateri postopki so dijakom
naravni, in to uporabi v kasnejsi fazi, ko bodo obravnavali formalne metode
reSevanja enacb. Ucitelj ob tem spozna tudi razlike med dijaki.

UcCenje matematike v realnem kontekstu promovira matematiko kot ¢lovesko
dejavnost. Freudenthal je eno od glavnih komponent te dejavnosti poimenoval
matematiziranje:
Matematiziranje je celotna dejavnost organiziranja, ki jo izvaja matematik, ne
glede na to, ali se tice matematicne snovi in izraZanja ali bolj naivne, intuitivne,
recimo temu doZivete izkusnje, izraZene v vsakdanjem jeziku... (Cilj je) nudenje
bogatih, nematematicnih struktur, da uc¢ecega seznanimo z odkrivanjem strukture,
strukturiranjem, osiromasenjem struktur in matematiziranjem. Na ta nacin bo
morda odkril mogocne skromne strukture v kontekstu bogatih struktur v upanju,
da bodo z uporabo tega pristopa delovale tudi v drugih (matemati¢nih in
nematemati¢nih) kontekstih. Ce zaénemo s skromnimi matemati¢nimi strukturami,
morda nikoli ne bomo dosegli bogatih, nematemati¢nih struktur, ki so v resnici
pravi cilj. (Freudenthal, 1991, str. 31 in str. 41)
Matematiziranje vkljuCuje: aksiomatiziranje (ustvarjanje aksiomatskega
matemati¢nega sistema), formaliziranje (prehod od intuitivnega na formalni
pristop), shematiziranje (oblikovanje smiselnih mreZ konceptov in procesov),
algoritmiranje (prehod od reSevanja problema s trdim delom na reSevanje
problema z rutino), modeliranje (grajenje shem, ki predstavljajo, idealizirajo ali
poenostavljajo druge sheme) itd.
Znotraj matematiziranja lo¢imo dve usmeritvi: horizontalno in vertikalno
(Treffers, 1987). Horizontalno matematiziranje je prehod problema ali situacije v
matemati¢ni diskurz. Omogoca matemati¢no obravnavo ali diskusijo situacije.
Vertikalno matematiziranje je matematiziranje znotraj matemati¢nega diskurza.
Ko nekdo postavi vprasanja o doloceni situaciji v zvezi s koli¢inami, razdaljami,
obliko, simetrijo, redom, verjetnostjo ali drugo vrsto struktur, ki jih preucuje
matematika (in na ta vprasanja odgovori), se odvija horizontalno
matematiziranje. Dijaki bi morali prakticirati obe vrsti matematiziranja. Ce
zanemarimo horizontalni del, potem dijak izgubi povezavo med matemati¢nim
znanjem in situacijami, v katerih ga uporabljamo. Ce zanemarimo vertikalni
proces, dijak zamudi priloznost, da oblikuje globoke povezave znotraj
matematike, zgradi formalni sistem in pride do boljSega razumevanja.



Ta naloga je del predmetnega gradiva o diskretnih modelih za 16 oz. 17-letnike.
Cilj naloge je vaditi spretnosti modeliranja zaporedij, vaditi zaporedja vsot in
seznaniti se z geometrijskim zaporedjem. Na zaCetku predstavi znan paradoks
o0 Ahilu in Zelvi. Veliko dijakov ga pozna, vendar lahko zlahka naletijo na teZave,
ko ga poskusSajo razvozlati (npr. med razredno diskusijo).

Ahil in Zelva tekmujeta v teku. Ker je Ahil hitrejsi, da Zelvi zacetno prednost. Na
Zalost vsaki¢, ko Ahil doseZe mesto, na katerem se je Se pred trenutkom
nahajala Zelva, je Zelva Ze malce napredovala. Ahil torej nikoli ne more prehiteti
Zelve in Zelva zmaga. Kaj je narobe s takSnim razmi$ljanjem? Kako lahko ta
paradoks reSimo z matemati¢nim razmisljanjem?

Dijaki so nato postavljeni pred izziv, da situacijo modelirajo (kot matemati¢no
zaporedje). To seveda privede do vprasanj o vlogi Casa in razdalje kot
spremenljivkah.

Eden od moznih odgovorov se zacne z dolocenimi predpostavkami, npr.:
zaCetna prednost je 1, Ahilova hitrost je 1, Zelvina pa %. Potemtakem je razmik
med trenutki, ko Ahil doseZe Zelvin prejs$nji poloZaj, modeliran z zaporedjem

1,

) nen

x| =

1
F4I

N =

Skupna razdalja, ki jo je pretekel Ahil, in koli¢ina ¢asa, ki je pretekla ob
posameznem trenutku, sta modelirani z zaporedjem

Toda, kako naj se lotimo neskoné¢nih zaporedij? Ce se$tejemo neskonéno $tevilo
Clenov, ali ni izid neskonc¢no Stevilo? To je srZz paradoksa! Odgovor lezi v
geometrijskem zaporedju, kar je glavni uc¢ni cilj naloge.

V nadaljevanju primera dijaki preucujejo naslednjo sliko:
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Neformalno razmiSljanje o tej sliki dijakom omogoci, da izracunajo
geometrijsko zaporedje in resijo paradoks.

Temu sledi proces vertikalnega matematiziranja. Dijaka postavimo pred izziv,
da poisce podoben rezultat za sliko na desni in nato formalizira ter posplosi, kar
je na teh dveh slikah predstavljeno vizualno, v formulo

1

1—x

1+x+x*>+x3 4+ =

Odkritje izraza fx je velik izziv.
Po uporabi tega rezultata v drugih zanimivih situacijah, npr. 0,9999 ... = 1 (lep

primer matemati¢nega konteksta), bi morali biti dijaki Se bolj motivirani, da
poiScejo dokaz. Pri dokazu uporabijo psevdoformalne tehnike.

A-0Q+x+x2+x3+)=1+x+x2+x3+ - —x—x2—x3+-. =1

Kasneje lahko to dodatno formaliziramo v matemati¢nem zapisu z uvedbo limit
in zapisa ).

Ta opis u¢nega scenarija prikazuje primere modeliranja in formaliziranja, ki se
zaCnejo z bogatim kontekstom znanega paradoksa in razumljivimi slikami.
Bodite pozorni na vrstni red dejavnosti — dijaku omogocimo, da s preucevanjem
konkretnih kontekstov pride do bolj formalnega rezultata.

UcCenje matematike v realnem kontekstu se ukvarja s povezavo matematike z
realnostjo. Kot pravi Freudenthal (1991, str. 81):
Svet je razburkan. Matematiziranje sveta pomeni iskanje bistva, zaznavanje
sporocila znotraj tega nemira. Tudi tega se mora uceci nauciti, tj. raziskati, in sicer
¢im bolj zgodaj v uénem procesu. Ko ga v celoti indoktriniramo z vnaprej
pripravljenimi shemami in algoritmi, bo morda Ze prepozno.

Poleg »matematike kot ¢loveSke dejavnosti« so »povezave z realnostjo« eno od
glavnih zanimanj U¢enja matematike v realnem kontekstu. Da bi takSne povezave
spodbujali, morajo ucne dejavnosti vsebovati dovolj bogat (nematematicni)
kontekst. Na zacCetku tega poglavja smo obravnavali bogate kontekste.



Podrobneje jih bomo pojasnili s pomocjo primerov kontekstov. Vsak primer mora
seveda izpolnjevati kriterije bogatosti, ki smo jih Ze omenili.

a) Lokacija, na primer skladisce ali glasbeni festival.

b) Zgodba, na primer zgoraj opisani paradoks o Ahilu in Zelvi.

c) Cloveska dejavnost, na primer na¢rtovanje hise ali pilotiranje letala.

d) Novica ali zgodovinski dogodek, na primer statisti¢ne trditve v ¢asopisu.

Spodnji primer je povzet po »De Wageningse Methode« (van den Broek idr.,
n.d.). in je del poglavja o matrikah. Velik del tega poglavja govori o bogatem
kontekstu podjetja, ki prodaja avtomobile. To podjetje ima sedeZ in podruZnico
ter prodaja avtomobile tipa A, B in C. Zalogo avtomobilov predstavlja matrika S

A B C
Sedez (15 13 7 )
PodruzZnica 3 4 11

V prejsnjih nalogah so dijaki seStevali matrike, da bi se prilagodili zalogi. Sedaj
uvedemo matriko vrednosti V (v tisocih evrov)
prodajna stroSkovna profitna
A 12 11 1
B (30 28 2)
C 20 17 3

Skupna prodajna vrednost avtomobilov na sedezu podjetja je
15-12+13-30+ 7-20 = 710 (tisoc evrov).

a) IzraCunaj skupno prodajno vrednost avtomobilov v podruznici.

b) Izracunaj skupno stroskovno vrednost avtomobilov na sedeZu podjetja in v podruznici.

c) Izracunaj skupno profitno vrednost avtomobilov na sedeZu podjetja in v podruZnici.

d) Sskupnimivrednostmi, ki si jih dobil pod a), b) in c), izpolni matriko skupnih vrednosti

S
prodajna stroSkovna profitna
Sedez ( ' ' ' )
Podruinica ' ' '

Temu sledi razlaga, da je bilo izvedeno dejanje v resnici neka vrsta mnozenja za
matrike SV =T, in T je definirana kot matrika produkta. Prednost tega
pristopa je v tem, da dijaka po naravni in smiselni poti privede do operacij, ki
jih je treba izvesti za mnoZenje matrik, zahvaljujo¢ skrbno izbranemu
kontekstu.

Kako v okviru Ucenja matematike v realnem kontekstu dijak pride do bolj
formalnega matemati¢nega znanja? V delih avtorjev Streefland (1985), Treffers
(1987) in kasneje Gravemeijer (1994) je posebna vloga pripisana modelom,
katerih se domislijo dijaki. V njihovih delih so modeli miselne sheme konceptov
in procesov, ki so povezani s situacijo. Iz horizontalnega matematiziranja nastane
model situacije. Ta model predstavlja dijakovo neformalno matemati¢no
dejavnost z ozirom na situacijo. Dijaku situacijo osmisli. Od tu se lahko odvija



proces vertikalnega  matematiziranja: grajenje  (bolj abstraktnega)
matemati¢nega objekta iz koncepta ali pa algoritma iz procesa. Novi model je bolj
formalen. Po enem ali vec tak$nih korakov ni ve¢ model specificne situacije, temvec
model za vrsto situacij, ki omogoc¢a matematicno dejavnost brez sklicevanja na
situacijo, ki je dala povod za nastanek modela. Vendar, e bi bilo potrebno, bi lahko
model osmislili tako, da bi ustvarili povezavo preko vmesnih modelov vse do
prvotnega. To je en razlog, zakaj UCenje matematike v realnem kontekstu raje
uporablja modele, ki presegajo situacijo, v kateri so nastali (glejte tocko (2) o
bogatih primerih).

Postopno nastajanje formalnega modela se lahko razteza preko dolgega
izobraZevalnega obdobja. Kot primer si oglejmo nastajanje koncepta funkcije
(Doorman, Drijvers, Gravemeijer, Boon in Reed 2012). Za izhodis¢e vzamemo
prepricanje, da je dijak seznanjen s konceptom spremenljivke, vkljuno z
zamenjavo vrednosti spremenljivke. Vaja za 12-letnike (prirejena po »De
Wageningse Methode, cf. van den Broek idr., n.d.):

Poglej shemo na desni. \ Izberi $tevilo
Naredi preglednico s Stevili 1, 2, 3,4, 5 ¢
in 10.

Pristej 7

Samo pride do rezultata 10. S katerim |
Stevilom je zacel?

Pomnozi s

Odstej 11

v

Vpisi v

Kaj pa v primeru Stevila 3437

Ta neformalna dejavnost se bo kasneje nadgradila v uporabo formul za prikaz
te sheme s pusSc¢icami. Dijaki bodo delali s takSnimi ra¢unskimi shemami in
formulami, ki bodo s¢asoma za njih postale realnost.

Na doloceni tocki dodamo nove funkcije: sinus, kosinus in tangens, oznaka
sin(x) itd. Dijaki se ne naucijo rac¢unati njihovih vrednosti (na splo$no), temvec
le, kakSen je njihov geometrijski pomen. Gre za pomemben premik gledisca.
Naslednji korak je to, da po analogiji vstavimo nov zapis: f(x), ki predstavlja
funkcijski predpis. Na tej tocki funkcijski predpis postane objekt. Dijaki bodo
morali preuciti lastnosti objekta, kot sta domena ali odvod. Toda koncept
funkcije predstavimo na podlagi transformacije modelov: koncept funkcije je
tako osnovan na modelih teh funkcij in ne na definiciji. Do dejanske formalne
definicije funkcije pridemo po popolnoma drugac¢ni poti: teoriji mnoZic!



Horizontalna dejavnost matematiziranja odpre situacijo oz. vrsto situacij
matemati¢cnemu diskurzu. Preko vertikalnega matematiziranja postopoma
preoblikujemo modele neformalne matematicne dejavnosti v modele, Kki
predstavljajo formalno matemati¢no znanje. Lahko bi rekli, da na ta nacin dijak
ponovno odkrije formalno matematiko. V Stevilnih primerih se bo ta proces morda
razlikoval od prvotnega odkritja. Profesionalni matematik je mogoce prisel do
rezultata z uporabo motivacije in znanja, ki dijaku nista dostopna. Za ucitelja
matematike v realnem kontekstu je izziv moderirati proces, ki je primeren za
dijaka. Ta proces mora biti voden. Kot je zapisal Freudenthal (1991): »Odkritja,
kot so pojmovana v tem besedilu, so koraki v u¢nih procesih, kar pojasnjuje
uporabo besede »ponovno« v ponovnem odKkrivanju, medtem ko pridevnik
»vodeno« nakazuje u¢no okolje u¢nega procesa.« Poleg tega bi lahko v podporo
vodenemu preiskovanju dodali naslednje argumente (Freudental 1991):
1. Znanje in sposobnost, ki smo ju pridobili z lastno aktivnostjo, si bolje
zapomnimo in do njiju laZje dostopamo, kot ¢e so nam ju vsilili drugi.
2. Odkrivanje je lahko prijetno in zato je ucenje z preiskovanjem lahko
motivirajoce.
3. Spodbuja doZivetje matematike kot ¢loveSke dejavnosti.
4. Poskrbi, da matematic¢ni pristop ustreza stopnji dijaka.

Nacelo preiskovanja moramo gledati s staliS¢a osrednje trditve Ucenja
matematike v realnem kontekstu, s katero smo zaceli to obravnavo: da pri
matemati¢nem izobraZevanju ne gre le za celoto matemati¢nega znanja, temvec
tudi za ucenje matematiziranja. Zato je proces preiskovanja enako cenjen kot
njegov izid.

Kako naj vodimo dijake k lastnim odkritjem? »Vodenje pomeni najti krhko
ravnovesje med mocjo poucevanja in svobodo ucenja« (Freudenthal 1991).
Vodene dejavnosti bi seveda morale spodbujati horizontalno in vertikalno
matematiziranje. Cilj bi moral biti, da dijaki sami ustvarijo reSitve danih
problemov in morda celo ustvarijo nove probleme.

Uciteljevo navodilo naj spodbuja diskusije med samimi dijaki ter med dijaki in
uCiteljem. Diskusije med dijaki slednjim omogocajo, da ideje testirajo,
osredotocijo in preoblikujejo, ne da bi jih ucitelj usmerjal k Zelenemu izidu. Vsi
dijaki ne bodo matematizirali in odkrivali z enako hitrostjo. Diskusije pomagajo
dijakom uskladiti ideje.

Ce ucitelj sodeluje v diskusiji, potem imajo dijaki korist od njegovih poskusov, da
nadaljuje njihov tok misli in jim tako pomaga ugotoviti, kam vodi. Razlog za to je,
da pristopi dijakov temeljijo na tem, kar je njim smiselno. Ce je ucitelj sposoben
takSne metode privesti do sprejemljive resitve, potem se poveca verjetnost, da bo
dijak resitev razumel.



Primer je prirejen po »De Wageningse Methode« (van den Broek idr., n.d.) in
Zeli pripeljati dijaka do odkritja metode za dopolnjevanje do popolnega
kvadrata. Na desni sliki je lik v obliki ¢rke L dopolnjen do kvadrata.

a)
b)
9
d)
e)
f)
g)

i3 T
‘ ¢
X
4 . .
le— X a3 = % —sh—3 ]

Zapisite izraz za plos¢ino lika v obliki ¢rke L, ki je na levi sliki.
Kolik$na je plos¢ina sivega kvadrata?

Kolik$na je dolzina stranice velikega kvadrata?

Pojasni, kako (a) in (b) privedeta do enakosti x? + 6x = (x + 3)? — 9.
To enakost preveri tako, da odpravi$ oklepaje v desnem izrazu.
Skiciraj lik v obliki ¢rke L s plos¢ino x? + 10x.

Katero enakost lahko izpeljes iz lika v primeru (f) v obliki ¢rke L?

SR

Primer ponovimo z razli¢nimi Stevili (tudi z uvedbo ulomkov), risanje lika v
obliki ¢rke L pa prepustimo dijaku. Pomembno je poudariti, da ponovno
odkrivanje algoritma prepustimo dijaku. Dijak naj bi bil tisti, ki izvede

algor

itmiranje.

Dijakovo lastno odkritje (npr. koncept, algoritem, model ali nacin reSevanja
problema) morda ne bo najbolj u¢inkovito ali elegantno. Morda se bo razlikovalo
od tistega, ki ga je imel ucitelj v mislih kot zaZelen ucni izid. Ob zakljucku

dejavn

osti preiskovanja bi ucitelj lahko poskusil formulirati skupen izid med

razredno diskusijo. U¢itelj naj pri tem pazi, da izid poveZe s prispevki dijakov.

Kje lezi skupna tocka med Ucenjem matematike v realnem kontekstu in
poucCevanjem matematike s preiskovanjem? Osrednji koncept poucevanja
matematike s preiskovanjem je preiskovanje: proces, podoben delu matematikov
in znanstvenikov, ko so sooceni z novim fenomenom.

Stevilne vsakodnevne fenomene lahko opisemo, raziskujemo in razumemo s
pomodjo matematike v kombinaciji z naravosloviem ali zdravo pametjo in so
potemtakem bogat vir za poucevanje matematike s preiskovanjem?... (Artigue in
Blomhgj, 2013)

eV

medtem ko Artigue in Blomhgj uporabljata izraz matematicno izobrazevanje s
preiskovanjem.



UCenje matematike v realnem kontekstu in poucevanje matematike s
preiskovanjem imata nekaj skupnih nacel. Obe teoriji opisujeta, kako so vsakdanje
situacije bogat vir za ucenje. Zagovarjata izgrajevanje znanja z metodami, ki sta
jih navdihnila znanost in izgrajevanje znanja: preiskovanje, raziskovanje ali
(ponovno) odKkrivanje. PoucCevanje matematike s preiskovanjem in Ucenje
matematike v realnem kontekstu opisujeta te procese kot druZbene: dijaki
sodelujejo, da bi ponovno odKkrili in rekonstruirali znanje. U¢enje matematike v
realnem kontekstu poudarja, da se (ponovno) odkritje razlikuje od odkritja, saj se
znanje, ki tvori izhodiSCe za specializiranega raziskovalca, moc¢no razlikuje od
tistega, ki tvori izhodisce za ucenca zacetnika.

Poleg tradicionalnih vlog ucitelj v okviru Ucenja matematike v realnem kontekstu
in poucCevanja matematike s preiskovanjem pridobi novo vlogo: je moderator in
usmerjevalec preiskovanja in matematiziranja. Dijaki in njihove ideje igrajo
osrednjo vlogo. Kot je bilo Ze povedano, ucitelj pomaga formalizirati neformalne
pristope dijakov.

Za Uclenje matematike v realnem kontekstu in poucevanje matematike s
preiskovanjem sta spretnost v preiskovanju in matematiziranju ucna cilja, poleg
vsebinskega matemati¢nega znanja. Gre za pomemben odmik od pristopov, ki so
usmerjeni izklju¢no na vsebinsko znanje.

Do sedaj smo obravnavali razli¢ne vidike Ucenja matematike v realnem kontekstu
in podali ve¢ primerov nalog. Za zaklju¢ek bomo na kratko opisali, kako vse te
naloge nanizati v u¢no tirnico, npr. modul.

1. Uvod: predstavite kontekst z relativno odprtim problemom (po moZnosti
naj ga dijaki sami odkrijejo oz. formulirajo). Ta problem bo krovni problem
celotnega modula. K njemu boste pristopili na razlicne matemati¢ne
nacine.

2. Faza horizontalnega matematiziranja: uvedete matematicni jezik za
pogovor o situaciji. Dijaki oblikujejo prvi neformalni model situacije.

3. Faza vertikalnega matematiziranja: nadalje razvijete matematiko, na
katero se nanaSa problem. Model postane abstraktnejsi, sploSnejsi.

4. Zakljucek in refleksija: dijak razmisli o celotnem procesu, povezuje ideje,
jasno izrazi pridobljene metakognitivne spretnosti, dijaki z drug drugim
delijo svoja spoznanja, ucitelj usmerja in poudari glavne u¢ne tocke.

Vsaka faza vsebuje elemente preiskovanja: odkritje in/ali formulacija problema,
oblikovanje prvega neformalnega modela, abstrahiranje, deljenje spoznanj. Izzivi,
ki se pojavijo pri uporabi teh idej in drugih principov oblikovanja modulov, ki
temeljijo na poucCevanju matematike s preiskovanjem, so obravnavani v drugih
publikacijah projekta MERIA (glejte http://www.meria-project.eu/).



http://www.meria-project.eu/
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Priloga. Pregled kljucne literature: predlogi za nadaljnje
branje v zvezi s projektom MERIA.

Artigue, M. in Blomhgj, M. (2013). »Conceptualizing inquiry-based
education in mathematics. [Konceptualiziranje  matematicnega
izobrazevanja, ki temelji na preiskovanju.]J« ZDM - The International
Journal on Mathematics Education, 45, (6), str. 797-810.

Ta prispevek govori o tem, da matematicno izobraZevanje, ki temelji na
preiskovanju, nagovarja dijake, da »delajo na podobne nacine kot matematiki in
znanstveniki«. Avtorja na zacetku predstavita Deweya kot filozofa, ki je Zelel
preseci razlikovanje med védenjem in delovanjem, tako da je Clovesko vedénje
razumel kot reflektivno preiskovanje. Nato nastejeta avtorje, ki so vplivali na
Deweya. Nastejeta elemente preiskovalne prakse, ki se jima zdijo bistveni:
reflektivno preiskovanje, ki zdruZzuje indukcijo in dedukcijo, proces, ki se nanasa
na vsakdanje Zivljenje in znanstveno dejavnost, ter prakti¢ne dejavnosti. Omenita
tudi, da bi moralo izobraZevanje, ki temelji na preiskovanju, razvijati dijakov
nacin razmisljanja v smeri teh temeljnih preiskovalnih procesov. Opisujeta
preiskovanje v okviru projektov PRIMAS in Fibonacci ter kako sta ta dva projekta
povezana z idejo progresivnega razvoja »velikih idej«. Prenos izobraZevanja, ki
temelji na preiskovanju, v matematicno izobraZevanje argumentirata z
navezovanjem na Polyevo delo »Kako reSujemo matemati¢ne probleme« in na
novejSe teorije in pristope k poucevanju matematike. Sledi kratka predstavitev
teh teorij in pristopov ter pojasnilo, kako so povezani z izobrazevanjem, ki temelji
na preiskovanju. Obravnavani so naslednji pristopi: Tradicija reSevanja
problemov, Teorija didakti¢nih situacij, U¢enje matematike v realnem kontekstu,
Vidiki modeliranja (iz Teorije matematicne kompetence), Antropoloska teorija
didaktike in Dialoski in kriti¢ni pristopi. V povzetku avtorja trdita, da morajo biti
ucitelji izkuSeni in sami izvajati preiskovanje pri pouku matematike, da bi lahko
poucevali s preiskovanjem. Svetujeta, da razlikujemo med »preiskovanjem s
strani uciteljev in preiskovanjem v poucevanju, pri ¢emer slednje ocitno zahteva
precejsnje sodelovanje med ucitelji, da bi lahko v razredih izvajali matemati¢no
izobraZevanje, ki temelji na preiskovanju. Kot zaklju¢no ugotovitev avtorja
navajata deset pomislekov, ki jih moramo uposStevati med izvajanjem
matemati¢nega izobraZevanja, ki temelji na preiskovanju, in ki jim moramo
pripisati razli¢no teZo, kadar je poucevanje zasnovano na obstojecih pristopih k
poucevanju matematike, ki sta jih avtorja predstavila v tem prispevku.

Artigue, M. in Baptist, P. (2012). Inquiry in Mathematics Education,
Resources for Implementing Inquiry in Science and in Mathematics at
School [Preiskovanje v matematicnem izobraZevanju. Viri za izvajanje
preiskovanja pri naravoslovju in matematiki v Soli]. Pridobljeno s spletne
strani http://www.fibonacci-project.eu

Ta del knjizice projekta Fibonacci opisuje starejse in sedanje poskuse poucevanja
matematike na nacin, ki temelji na preiskovanju. Projekt Fibonacci nadaljuje
nekatere od idej nemskega projekta SINUS, ki je opredelil lastnosti preiskovalnih
procesov v poucevanju matematike. Prvi del knjizice izpostavlja pristope k



matemati¢nemu izobraZevanju, ki jih poznamo iz literature, ki vsebujejo lastnosti
matemati¢nega izobraZevanja, ki temelji na preiskovanju. V naravoslovju
preiskovanje pogosto ¢rpa iz Ze obcutenih izkuSenj, ki jih lahko nadalje
preucujemo v ciklicnih procesih, kar pa ne velja za matematiko. Kumulativna
narava te vede predstavlja izziv. Nacin oblikovanja se mora v tem primeru
razlikovati, ¢e Zelimo zagotoviti, da dijaki doseZejo dolo¢en ucni cilj, ki se zopet
navezuje na ze razvito znanje dijakov in tvori osnovo bolj formalnemu
dokazovanju konkretnih idej, ki so jih razvili med preiskovalno dejavnostjo. V tem
kontekstu IKT ali programi za simbolno racunanje nudijo posebne priloZnosti in
izzive pri oblikovanju dejavnosti matemati¢nega izobraZevanja, ki temelji na
preiskovanju - podani so primeri razli¢nih zasnov z IKT. V prvi polovici knjiZice
je na kratko pojasnjeno, kateri elementi: modeliranje, RME, ATD, TDS, kriti¢ni
pristopi in reSevanje problemov, omogocajo matemati¢no izobraZevanje, ki
temelji na preiskovanju. To poglavje knjiZice predstavi tudi ovire, na katere lahko
naletimo med izvajanjem taksnega izobraZevanja v Solskem sistemu.

V drugem delu je predstavljen bolj prakti¢en (uciteljev) pogled na matemati¢no
izobraZevanje, ki temelji na preiskovanju. Poudarja, kako bi morali spremeniti
poucevanje z ozirom na standardno poucevanje: ¢esa bi morali ucitelji poceti
manj in ¢esa vec? Katera dejanja bi morali izvajati dijaki in kako naj jih ucitelji
pripravijo do tega? Pojasnjuje, kako ta dejanja podpirajo dijakov razvoj
kompetence reSevanja problemov in metakognitivnih kompetenc. Nazadnje
predstavi Se primere nalog matematiCnega izobraZevanja, ki temelji na
preiskovanju, z uporabo rac¢unalnikov ali brez.

Artigue, M., Dillon, J., Harlen, W. in Léna, P. (2012). Learning through
inquiry, Resources for Implementing Inquiry in Science and in Mathematics
at School [Ucenje s preiskovanjem. Viri za izvajanje preiskovanja pri
naravoslovju in matematiki v Soli]. Pridobljeno s spletne strani
http://www.fibonacci-project.eu/resources

SploSnejse informacije o idejah projekta Fibonacci, ki niso omejene na
matematiko.

Artigue, M. in Houdement, C. (2007). Problem solving in France:

didactic and curricular perspectives [ReSevanje problemov v Franciji:
Didakti¢ni in kurikularni vidiki]. ZDM - The International Journal on
Mathematics Education, 39, str. 365-382.

Ta prispevek nudi pregled, kako lahko obravnavamo reSevanje problemov in k
njemu pristopimo z vidika Teorije didakti¢nih situacij, Antropoloske teorije
didaktike in »konceptualnih podrocij«. Poda nekaj primerov, kako je reSevanje
problemov artikulirano v u¢nih nacrtih za razlicne stopnje matematike. Vecina
predstavljenih rezultatov se navezuje na novo osredotoCenost na reSevanje
problemov v kurikularnih reformah med leti 1945 in 2002. Spremembe v uc¢nih
nacrtih odraZajo spremenjeno vlogo osnovnega izobraZevanja. S pomocjo
primerov opisuje, kako je didakticno raziskovanje vplivalo na kurikularne
spremembe v povezavi z reSevanjem problemov preko centrov, pristojnih za
oblikovanje (npr. IREM), ki prakticirajoce ucitelje podpirajo pri realizaciji
predvidenih sprememb. Pri preucevanju realiziranega kurikuluma v ucilnicah Se



vedno prihaja do teZav, saj se uciteljem nekatere definicije problemov zdijo
nejasne, s tezavo vodijo odprte procese in pogosto pripisujejo enako vrednost
razlicnim odgovorom drugacne kakovosti. Avtorja menita, da bi trdnejSe
povezave med raziskovanjem in prakso ter usposabljanje uciteljev izboljsalo
realizirani kurikulum.

Brousseau, G. (1997). Theory of didactical situations in mathematics:
Didactique des mathématiques, 1970-1990 [Teorija didakticnih situacij pri
matematiki, 1970-1990]. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Ta knjiga predstavi vecino Teorije didakticnih situacij, ki jo je razvil Guy
Brousseau in kasneje izpopolnil skupaj s svojo raziskovalno ekipo. Teorija
didakti¢nih situacij je predstavljena s pomocjo primera »Dirke do 20«. V uvodu je
pojasnjena analogija med u€enjem in zmagovanjem v igri, nato pa je podana prva
predstavitev faz reSevanja, formulacije in verifikacije. Prvo poglavje se zacne s
predstavitvijo tega, kaj pomeni izraz didactique v francoskih raziskavah glede na
objekte in fenomene, ki jih preucuje. Med fenomeni je tudi nekaj nenamernih
ucinkov poucevanja: u¢inek Topaza, Jourdainov ucinek, metakognitivni premiki
in nepravilna uporaba analogij. Nadalje predstavi pojme didakti¢na situacija,
adidakti¢na situacija in didakti¢na pogodba. Poda primere devolucije adidakti¢ne
situacije in obravnava dodatne paradokse v zvezi z didakticno pogodbo. Ti
paradoksi se nanaSajo na dijakovo prilagajanje situacijam in na u¢ne potenciale
tega procesa. V zadnjem delu je poudarek na tem, kako lahko modeliramo faze in
situacije s pomocjo oblikovanja miljeja, kar privede do formuliranja predvidenega
ucenja, Ce se dijaki prilagodijo miljeju situacije.

Drugo poglavje nadaljuje z elementom oblikovanja s predstavitvijo pojma
epistemoloSkih ovir, problema in didakti¢nega inZeniringa z vidika Teorije
didakti¢nih situacij. To poglavje se nanaSa na problemske situacije in na
Brousseaujevo raziskavo o poucevanju decimalk. Sledi razlikovanje med ovirami,
ki se jih lahko lotimo v ucilnici, in ovirami, ki se nahajajo izven ucilnice.

Tretje poglavje vsebuje analizo moZnih izidov poucevanja decimalk v francoskih
osnovnih Solah v Sestdesetih in sedemdesetih letih 20. stoletja, na podlagi
prejSnjih ucnih nacrtov in pristopov k poucevanju. To se nadaljuje v Cetrtem
poglavju, v katerem so izpeljani zakljucki o matemati¢ni, epistemoloski in
didakti¢ni analizi. Na podlagi teh primerov oblikovanja so predstavljeni in
obravnavani Se drugi primeri: pantograf in skaliranje risb, naloga s sestavljanko,
ki se giblje od sestevanja do mnoZenja, decimalna Stevila in racionalna Stevila.
Nato je predstavljena analiza situacije, ki obravnava oblikovanje situacije, v kateri
so dijaki dolocali debelino lista papirja, in analogijo z u¢no situacijo (didakti¢ne)
igre.

Peto poglavje podrobneje pojasni pojem didakticne pogodbe v povezavi s
teZzavami z oblikovanjem in v povezavi z vplivi na dijakovo ucenje. Navezuje se na
faze didakticne igre, s poudarkom na znanju, ki naj bi se ga poucevalo v tako
oblikovani situaciji.

Zadnje, Sesto poglavje obravnava pomen raziskav v sklopu Teorije didakti¢nih
situacij za prakso uciteljev, vklju¢no s tehnikami za ucitelje in kako lahko v
razredni praksi raziskovalno znanje postane realnost.



Burkhardt, H. in Bell, A. (2007). Problem solving in the United Kingdom
[ReSevanje problemov v Zdruzenem kraljestvu]. ZDM - The International
Journal on Mathematics Education, 39, str. 395-403.

Ta prispevek nudi zgodovinski pregled politicnih odlocitev v zadnjih sto letih na
podrocju poucevanja matematike. Izpostavlja problem, da se v zadnjih letih zdi,
da snovalci politik delujejo na podlagi lastnih izkuSenj s tem, kaj poucevanje
matematike je in kaj bi moralo biti, ne pa na podlagi raziskovalnega znanja.
Posledi¢no britanski Solski sistem ne poudarja oz. podpira preiskovalnih
pristopov k poucevanju matematike.

Chevallard, Y. (2015). Teaching Mathematics in tomorrow’s society: a case
for an oncoming counter paradigm [Poucevanje matematike v jutri$nji
druzbi: argument za prihajajoco protiparadigmo]. V: The Proceedings of the
12th International Congress on Mathematical Education (str. 173-187).
Springer International Publishing.

Gre za raziskovalni prispevek, ki predstavlja elemente Antropoloske teorije
didaktike (ATD), Se ene francoske teorije didaktike. Obi¢ajno poucevanje v
razredu s predstavljanjem in pojasnjevanjem postopkov oz. formul, je oznaceno
kot paradigma opravljenih hospitacij. Prispevek trdi, da bi se moralo poucevanje
matematike usmeriti proti novi (proti)paradigmi: sprasevanje o svetu. Predlaga,
da naj poucevanje temelji na odprtih vprasanjih, na katera dijaki odgovarjajo s
pomocjo aktivnega preucevanja obstojeCih virov in z uporabo na novo
pridobljenega in obstojeCega znanja odgovorijo na odprto vpraSanje. V tem
procesu naj bi dijaki iz danega vpraSanja izpeljali nova. Orodje za oblikovanje
tak$nega poudevanja se imenuje Studijske in raziskovalne poti (Study and
Research Paths - SRP), ki so ga tudi drugi raziskovalci (vklju¢no s prispevki na
tem seznamu) izpostavili kot obetaven model za matemati¢no izobraZevanje, ki
temelji na preiskovanju.

Cobb, P., Wood, T., Yackel, E. in McNeal, B. (1992). Characteristics of
Classroom Mathematics Traditions: An Interactional Analysis [Znacilnosti
tradicij Solske matematike: interakcijska analiza]. American Educational
Research Journal, 29 (3), str. 573-604.

Avtorji analizirajo dva primera poucevanja sistema mestne vrednosti v drugih in
tretjih razredih v ZDA. Predstavijo Stevilne pojme iz ameriske literature o
matemati¢nem izobraZevanju, da bi analizirali obe situaciji poucevanja. Situaciji
identificirajo kot Solska matematika in preiskovalna matematika. Poudarijo
razli¢ni vlogi navodil in verifikacije odgovorov dijakov. Omenijo delo Brousseauja
in nekatere pojme njegove Teorije didakti¢nih situacij, vendar ne Zelijo analizirati
obeh situacij poucevanja z uporabo pojma didakti¢nih situacij. Zakljucijo z
naslednjo mislijo: »Poleg tega trdimo, da so kognitivni modeli, ki dokumentirajo
dijakovo konstruiranje vedno bolj prefinjenih matemati¢nih objektov, bistveni za
analizo dijakove dejavnosti med sodelovanjem v interaktivni izgradnji tradicije
preiskovalne matematike.« V prispevku je opazen poskus konceptualiziranja tega,
kako lahko matematicno izobraZevanje, ki je podobno preiskovanju, analiziramo



in primerjamo s tradicionalnimi pristopi. Ve€ino spoznanj lahko povezemo s
pojmom didakticne pogodbe iz Teorije didakticnih situacij, vendar tega v
prispevku niso storili.

Dewey, J. (1902). The Child and the Curriculum [Otrok in ucni nacrt].
Chicago: University of Chicago Press.

Avtor obravnava, kako so izobrazZevalni sistemi razporejeni v logi¢ne strukture.
Vendar pa to logiko pogosto ustvarijo odrasli kot produkt vec¢letnega raziskovanja
znanja, ki ga morajo poucevati. To lahko privede do izzivov za otroka in njegovo
ucenje, saj se morda ne ujema z otrokovimi izkusnjami. Poucevanje bi se moralo
osredotocCati na otrokova dejanja, s ¢imer Dewey zakljuCi: »Dejanje je odziv, je
prilagoditev. Gola samoaktivnost ne obstaja, saj se vsa aktivnost odvija v nekem
mediju, v neki situaciji in z ozirom na njene pogoje.«

Dewey,]. (1929). The Sources of a science of education [Viri znanosti
izobraZevanja]

Prvo poglavje: IzobraZevanje kot znanost. Zagovarja potrebo po obravnavi
izobraZevanja kot znanosti, pri kateri si znanje delimo na znanstven nacin.
Nekateri ucitelji so nadarjeni za poucevanje, toda ¢e ne raziS€emo, iz Cesa je
sestavljen ta talent, potem ne moremo deliti njihove prakse ali idej o poucevanju.
Vendar pa obstaja nevarnost, da bodo osebe znotraj izobraZevalnih sistemov
zbrano znanje o izobraZevanju kot znanosti zlorabile kot hitro reSitev.

Drugo poglavje: Sposojene tehnike ne zadostujejo. Trdi, da si ne moremo
sposoditi tehnik od naravoslovja in da v tem trenutku ni jasno, katere objekte s
podrocja raziskovanja izobrazZevanja naj bi merili in kako.

Tretje poglavje: Zakoni proti pravilom.

Obravnava, kako so urejeni Solski sistemi in znanje in kako to lahko privede do
neuspeha vseh pri poucevanju in uc¢enju. Obravnava tudi prosto igro misli, ki bi
lahko bila osrednjega pomena za ucenje.

Dewey, J. (1938). Logic: The theory of inquiry [Logika: teorija preiskovanja].
New York: Henry Holt and Company, Inc.

Knjiga obravnava preiskovanje z razli¢nih vidikov: zdrava pamet in znanstveno
preiskovanje, struktura preiskovanja in izgradnje znanja, delovne hipoteze itd.
Glavni poudarek je na preiskovanju v naravoslovju. Eno poglavje je posveceno
matemati¢cnemu diskurzu preiskovanja, kjer avtor pride do naslednjega
zakljucka: »Tu navedeni pomisleki imajo ociten vpliv na naravo testiranja in
verifikacije (glejte zgornje delo, str. 157). Dokazujejo, da v preiskovalni praksi pri
verifikaciji ideje ali teorije ne gre zgolj za iskanje obstoja, ki bi izpolnjeval zahteve
ideje ali teorije, temvec za sistemati¢no razvrscanje kompleksnih nizov podatkov
s pomocjo ideje ali teorije kot inStrumenta.« Zaradi tega je zanimiva sploSnost, ki
jo lahko izpeljemo iz konkretnega eksperimenta ali izkuSnje. Dewey obravnava
razlicne pojme in koncepte iz matematike (npr. izomorfen, razmerje itd.) v
kontekstu preiskovanja in matematike ter do kakSne mere imajo enak pomen.



Dorier, J. in Garcia, F.J. (2013). Challenges and opportunities for the
implementation of inquiry-based learning in day-to-day teaching [Izzivi in
priloZnosti za izvajanje ucenja s preiskovanjem v vsakdanjem poucevanju].
ZDM - The International Journal on Mathematics Education, 45(6).

Ta prispevek razpravlja o pogojih in omejitvah, ki bi lahko spodbujale ali
nasprotno otezile obsezno izvajanje matematiCnega in naravoslovnega
izobraZevanja, ki temelji na preiskovanju, na podlagi dela v okviru projekta
PRIMAS v dvanajstih evropskih drZzavah. Model izobraZevalnega sistema, ki ga
ponuja Chevallardova AntropoloSka teorija didaktike (ATD) kot sistemski
institucionalni vidik, je prispeval k strukturiranju analize pogojev in omejitev
sistemov v teh drzavah. S pomoc¢jo analize prepricanj in praks uciteljev sluZi kot
dopolnilo pristopu (Engeln idr. v ZDM Int ] Math Educ 45(6) 2013). Pri tem
pristopu so ucitelji akterji institucij, ki predstavljajo dolocene vede, vpete v Solski
sistem, ki so jim skupne doloCene pedagoske teZave, obravnavane v povezavi z
druzbo. Analiza je organizirana v skladu s Stirimi stopnjami institucionalne
organizacije, ki sooblikujejo vsebinske in didakticne vidike poucevanja
matematike in naravoslovja: druzba, Sola, pedagogika in stroka.

Drobnic¢ Vidic, A. (2011). »Impact of Problem-based Statistics Course in
Engineering on Students’ Problem Solving [Vpliv problemsko zasnovanega
predmeta inZenirska statistika na Studentovo resevanje problemov].«
International Journal of Engineering Education 27(4):885-896.

IzvlecCek. V tej primerjalni Studiji smo preucili stopnjo osnovnega podro¢nega
znanja in sposobnosti resevanja problemov v okviru ucenja skozi reSevanje
problemov, vpetega v tradicionalni kurikulum predmeta Uvod v statistiko.
Studentom inZenirstva smo predstavili manj progresivno strukturirane, manj
poznane in bolj odprte probleme. InZenirski problemi so sprozili u¢enje nove
statisti¢ne snovi in aktivirali re§evanje problemov v majhnih skupinah. Studenti
so kot skupina dolocili u¢ne cilje, individualno iskali informacije in nato skupaj
analizirali zbrane informacije. Pogosto menimo, da je takSen proces reSevanja
realnih problemov nestrukturiran in zamuden. Izvedli smo eksperiment, da bi
ugotovili, ¢e ta pristop privede do zadovoljivega osnovnega znanja statistike in
izboljsa reSevanje problemov. Primerjali smo dve nakljuc¢ni skupini Studentov iz
istega inZenirskega Studijskega programa: ena skupina je uporabljala uc¢enje skozi
reSevanje problemov, druga pa je sledila tradicionalnemu pouku. Rezultati
statisticne analize so pokazali, da so Studenti inZenirstva z uporabo pristopa
ucenja skozi resevanje problemov pridobili zadovoljivo osnovno znanje statistike
in so bolje resevali statisticne probleme s podrocja inZenirstva kot pa Studenti, ki
so sledili tradicionalnemu pouku. Obravnavane so nekatere znacilnosti izvajanja
predmeta in tudi nekatere omejitve pric¢ujoce Studije.

Drobni¢ Vidic, A. (2015). »First-year students’ beliefs about context
problems in mathematics in university science programmes [Prepricanja
Studentov prvega letnika o kontekstualnih problemih pri matematiki v
univerzitetnih naravoslovnih programih].« International Journal of Science
and Mathematics Education, 13 (5), str. 1161-1187.



Izvle¢ek: Prepricanja v zvezi z matematiko igrajo pomembno vlogo v
pripravljenosti za sodelovanje v akademskih dejavnostih v okviru matemati¢nega
izobraZevanja. Nekatera prepricanja morda niso usklajena s prepric¢anji
Studentov o kontekstualnih problemih, ki zahtevajo zadostno matemati¢no
znanje in uporabo tega znanja v razli¢nih Zivljenjskih situacijah. Ta Studija je bila
zasnovana z namenom preucevanja razlik med prepricanji Studentov v zvezi z
matematiko in njihovimi prepricanji o kontekstualnih problemih. Razlike med
temi prepricanji bi lahko pojasnile razli¢no koli¢ino truda, ki ga Studenti vloZijo v
reSevanje kontekstualnih problemov na eni strani in reSevanje tipi¢nih
matemati¢nih nalog na drugi strani. Studija je vklju¢evala 261 $tudentov prvega
letnika: Studenti ene skupine so bili vpisani v akademsko zahtevnejSe Studijske
programe (n = 162), medtem ko so bili Studenti druge skupine (n = 99) vpisani v
akademsko manj zahtevne Studijske programe. Rezultati so pokazali pomembne
razlike v prepricanjih med obema skupinama. Podrobna analiza nakazuje
dejavnike, ki jih moramo poudariti, kadar oblikujemo matematicno izobraZevanje
skozi reSevanje problemov, da bi spodbujali uspesno resevanje kontekstualnih
problemov.

Drobni¢ Vidic, A. (2016). »Using a Problem-Based Learning Approach to
Incorporate Safety Engineering into Fundamental Subjects [VKkljucitev
varnostnega inZeniringa v osnovne predmete z uporabo ucenja skozi
reSevanje problemov].« Journal of Professional Issues in Engineering
Education and Practice. 142 (2).

IzvleCek. Varnost velja za pomembno podroéje inZenirskega izobraZevanja,
vendar v kurikulumih inZenirskih programov obi¢ajno ni dovolj poudarjena. Snov
varnostnega inZeniringa smo vkljucili v predmet Uvod v statistiko s pomocjo
ucenja skozi reSevanje problemov. Zacetniki so se ucili statisti¢cno snov preko
reSevanja problemov s podrocja varnostnega inZeniringa. Razdelili smo jih v dve
skupini glede na izbrano moZnost delnega vrednotenja: skupina s klasi¢nim
vrednotenjem in skupina z vrednotenjem samostojnega inZenirskega problema,
ki je bil oblikovan v skladu s kampanjo, ki jo usklajuje Evropska agencija za
varnost in zdravje pri delu. V primeru tega problema so Studenti analizirali
kakovost namestitve gasilnih aparatov v ve¢ kot 200 objektih in njihovo
vzdrZevanje. Cilj te raziskave je bil ugotoviti, ¢e lahko vrednotenje takSnega
problema uporabimo za vrednotenje celostnega statisticnega znanja Studentov,
¢e lahko Studenti pridobijo nov uvid v podrocje varnostnega inZeniringa in ce
taksno vrednotenje ustreza kriterijem organizacije ABET. S pomocjo vprasalnika
za Studente smo pridobili informacije o njihovem dojemanju teZavnosti pristopa
uCenja skozi reSevanje problemov pri obeh moZnostih vrednotenja.

Drobnic Vidic, A. (2017). »Teachers’ Beliefs about STEM Education Based on
Realisation of the “Energy as a Value” Project in the Slovenian School System
[Prepricanja uciteljev o naravoslovno-matematicnem izobraZevanju na
podlagi realizacije projekta »Energija kot vrednota« v slovenskem Solskem
sistemu].« International journal of engineering education (v tisku).



IzvleCek. Medpredmetni projekt Energija kot vrednota, opisan v tej raziskavi, je
zajemal skoraj vse predmete kurikuluma za t. i. tehniSke gimnazije. Postal je okvir
za udinkovito NAravoslovno-MAtemati¢no izobraZevanje (NA-MA). Ceprav je
projekt ponujal interdisciplinarno povezovanje vseh NA-MA predmetov,
spodbujal ucenje skozi reSevanje problemov in izpostavil uporabnost u¢ne snovi
predmetov za inZenirski poklic, na koncu ni veljal za uspesSnega. Po zakljucku
Stiriletnega projekta je bilo zadovoljstvo uciteljev vprasljivo. Ucitelji niso dali
pobude za nov projekt. Vprasalnik Prepri¢anja in pricakovanja o inZenirskem
izobraZevanju za NA-MA izobraZevanje smo uporabili, da bi odkrili razloge, zakaj
tako ambiciozen projekt ne bo ponovno izvajan. Ta vprasalnik dokumentira
prepricanja in pricakovanja uciteljev o poucevanju inZenirstva v srednjih Solah, o
pripravi na univerzitetni Studij in o uspesni karieri v inZenirstvu ter primerja
poglede uciteljev. Izpolnili so ga ucitelji tehniSkih gimnazij v Sloveniji, ki
poucujejo NA-MA predmete, da bi ugotovili, ¢e obstajajo razlike med prepricanji
uciteljev, ki so izvedli projekt Energija kot vrednota, in ucitelji z drugih tehniskih
gimnazij ter razlike med prepric¢anji uciteljev matematike / naravoslovja in
ucCitelji tehni¢nih predmetov / inZenirstva. Rezultati statisticnih analiz
pojasnjujejo ovire, s katerimi so se morda soocili ucitelji, ki so izvedli ambiciozno
NA-MA izobraZevanje v dolo¢enem Solskem sistemu.

Kljutne besede: NA-MA izobraZevanje, prepricanja uciteljev, kurikulum za
srednje Sole, interdisciplinaren inZenirski projekt, ucenje skozi reSevanje
problemov.

Elia, 1., Gagatsis, A., Panaoura, A., Zachariades, T. in Zoulinaki, F. (2009).
»Geometric and Algebraic Approaches in the Concept of "Limit" and the
Impact of the "Didactic Contract« [Geometrijski in algebrski pristopi v
konceptu »limite« in vpliv »didakti¢cne pogodbe«].« International Journal
of Science and Mathematics Education, 7 (4), 765-790.

Ta prispevek poroca o raziskavi, ki je bila izvedena med velikim Stevilom dijakov
in raziskovala njihovo resevanje problemov, povezanih s konceptom limite, pri
katerem naj bi dijaki prosto prehajali od algebrske h geometrijski domeni in nazaj.
Koliko so bili dijaki uspesSni pri ne-rutinskih problemih, ki so zahtevali
spremembo domene, je bilo odvisno od tega, koliko so bili omejeni s tradicionalno
didakti¢no pogodbo.

Ellerton, N. (2013). »Engaging pre-service middle-school teacher-education
students in mathematical problem posing: Development of an active
learning framework [VKkljucevanje bodocih uciteljev predmetne stopnje v
postavljanje matemati¢nih problemov: razvoj okvira aktivnega ucenja].«
Educational Studies in Mathematics, 83, 1, str. 87-101.

Prispevek izpostavlja pomembnost tega, da smo sposobni podvomiti o snovi, ki
naj bi se jo naucili in jo poucevali. Zastavljanje vprasanj o obstojeCem znanju
morali to spodbujati pri poucevanju. Prispevek na kratko opiSe nekaj modelov, ki
so jih ustvarili bodoci ucitelji predmetne stopnje, v katerih ucenci sodelujejo pri
postavljanju problemov.



Engeln, K., Euler, M. in Maaf3, K. (2013). »Inquiry-based learning in
mathematics and science: a comparative baseline study of teachers
beliefs and practices across 12 European countries [Ucenje s
preiskovanjem pri matematiki in naravoslovju: primerjalna referencna
raziskava prepricanj in praks uciteljev v dvanajstih evropskih drzavah].«
ZDM - The International Journal on Mathematics Education. VnaprejSnja
spletna publikacija. http://link.springer.com/journal /11858

Ta prispevek predstavlja nekatere rezultate vprasalnika, ki so ga izpolnili ucitelji,
ki so sodelovali pri projektu PRIMAS. PokaZe, da imajo ucitelji na sploSno
pozitiven odnos do ucenja s preiskovanjem, vendar vidijo pomanjkanje virov kot
glavno oviro pri izvajanju ucenja s preiskovanjem. Kot izziv so izpostavili tudi
drZzavne omejitve znotraj izobraZevalnega sistema. Nasprotno pa vodenje razreda
ucCiteljem ne predstavlja posebnih teZav.

Euler, M. (2011). PRIMAS survey report on inquiry-based learning and
teaching in Europe [Porocilo o raziskavi PRIMAS o ucenju in poucevanju s
preiskovanjem v Evropi]

Projekt PRIMAS je pokazal, da ima v vecini EU drZav vsaj nekaj uciteljev
matematike in naravoslovja izkuSnje z ucenjem s preiskovanjem, toda da si ta
pojem razli¢no razlagajo, zaradi Cesar se lahko u¢ne ure ucenja s preiskovanjem
med posameznimi drzavami moc¢no razlikujejo. Porocilo svetuje dajanje pobud za
izvajanje ucenja s preiskovanjem, ki naj se osredotocajo na ucitelje, ki Ze imajo
nekaj izkuSenj in se zanimajo za pedagoska oz. didakti¢na vprasSanja. Projekt je
prepoznal tri glavne dejavnike, ki oteZujejo izvajanje ucenja s preiskovanjem:
vodenje razreda, viri in omejitve izobraZevalnega sistema specifi¢nih drzav.

Garcia, F. J. (2013) PRIMAS guide for professional development providers
[Priro¢nik projekta PRIMAS za izvajalce profesionalnega razvoja].

To porocilo naSteva Stevilne konkretne pobude za navajanje prakticirajocih
uciteljev na uporabo ucenja s preiskovanjem. Teoreti¢ni pristopi zajemajo
modeliranje, preucevanje u¢nih ur skupaj z drugimi ucitelji in usklajevanje u€enja
s preiskovanjem z lokalnimi zahtevami za usposabljanje prakticirajocih uciteljev.
Moduli usposabljanja prakticirajoCih uciteljev v okviru projekta PRIMAS so
pokrivali naslednje teme: preiskovanje, vodeno s strani dijakov, delo z
nestrukturiranimi problemi, ucenje konceptov s preiskovanjem, postavljanje
vprasanj, ki spodbujajo ucenje s preiskovanjem, sodelovalno delo dijakov,
grajenje na obstoje¢em znanju dijakov, samovrednotenje in vrstnisko
vrednotenje.

Godino, J.D., Batanero, C., Canadas, G., Contreras, ]J.M. »Linking inquiry and
transmission in teaching and learning mathematics [Povezovanje
preiskovanja in prenosa pri poucevanju in ucenju matematike].« V: K.
Krainer in N. Vondrova (ur.). Proceeding of the Ninth Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education, 2015, Prague,
Czech Republic, str. 2642-2648.



Ta prispevek opisuje razlicne teorije, ki trdijo, da mora ucenje matematike
temeljiti na Kkonstruktivisticnih metodah, pri Kkaterih dijaki preiskujejo
problemske situacije, ucitelj pa ima vlogo moderatorja (Uc¢enje matematike v
realnem kontekstu, Teorija didakti¢nih situacij) ter jih primerja s teorijami, ki
zagovarjajo bolj osrednjo vlogo ucitelja z izrazitim prenosom znanja in aktivnim
sprejemanjem le-tega s strani dijakov. Avtorji so mnenja, da optimizacija ucenja
matematike zahteva sprejetje vmesnega poloZzaja med tema dvema skrajnima
modeloma.

Gravemeijer, K. in Terwel, J. (2000). »Hans Freudenthal: a mathematician
on didactics and curriculum theory [Hans Freudenthal: matematik o
didaktiki in teoriji kurikuluma).« Journal of Curriculum Studies, 32, 6, str.
777-796.

Avtorja pripovedujeta o glavnih prispevkih Hansa Freudenthala k
matemati¢nemu izobrazevanju. Matematiko je razumel kot ¢lovesko dejavnost.
Nadaljeval je idejo o vodenemu raziskovanju (poznano Ze iz Deweyevega dela), ki
je podvomila v takratno oblikovanje kurikuluma. Zelel je promovirati idejo o tem,
da naj bodo procesi osrednji element, ki naj bi se ga naucili dijaki, in ne fiksni deli
snovi. Posledi¢no bi moralo poucevanje matematike temeljiti na modeliranju
problemov, kjer bi dijaki matematizirali snov iz realnosti, toda brez jasne intra-
ali ekstra-matematicne realnosti. Kasneje je uvedel razliko med vertikalno in
horizontalno matematizacijo. Freudenthal je kritiziral vlogo generi¢nih teorij o
pedagogiki ali teorij uc¢enja v raziskavah matemati¢nega izobrazZevanja. Namesto
tega je predlagal pristop Ucenje matematike v realnem kontekstu, ki je
fenomenoloski pristop k poucevanju matematike.

Gueudet, G. in Trouche, L. (2011). »Mathematics teacher education
advanced methods: an example in dynamic geometry [Napredne metode
izobrazevanja uciteljev matematike: primer iz dinamic¢ne geometrije].«
ZDM - The International Journal on Mathematics Education, 43 (3), str. 399-
411.

Primer, kako lahko usposabljanje prakticirajo¢ih uciteljev podpira ucitelje pri
oblikovanju oz. razvoju poucevanja, ki temelji na preiskovanju, z uporabo
racunalniSkega programa za dinami¢no geometrijo (izobraZevanje s
preiskovanjem, podprto z IKT). UCcitelji, ki so bili udeleZeni v tej raziskavi,
poucujejo v srednjih Solah, uporabljeni teoreti¢ni pristop pa je nova Teorija
dokumentacijske geneze (Theory of Documentational Genesis).

Van den Heuvel-Panhuizen, M. (2000). Mathematics education in the
Netherlands: A guided tour [Matematicno izobrazevanje na Nizozemskem:
voden ogled]. Freudenthal Institute CD-ROM for ICME9. Utrecht: Utrecht
University.

Gre za raziskovalni prispevek, ki predstavlja osrednje konstrukte in pojme
pristopa Ucenje matematike v realnem kontekstu in nizozemske didakti¢ne
tradicije, vse od prispevkov Hansa Freudenthala do novejsih doseZkov. Besedilo
predstavi tri osnovnosSolske primere.



Hersant, M. in Perrin-Glorian, M.-J. (2005). »Characterization of an
ordinary teaching practice with the help of the theory of didactic
situations [Karakterizacija obicajne pedagoske prakse s pomocjo Teorije
didakti¢nih situacij].« Educational Studies in Mathematics, 59 (13), str. 113-
151.

Ta prispevek predstavi nekatere izzive, s katerimi se sooca ucitelj, kadar je
poucevanje zasnovano tako, da dijakom omogoca vecjo iniciativnost v razredu, in
kako to poveca uciteljevo negotovost. Z uporabo pojmov iz Teorije didakti¢nih
situacij sta avtorja analizirala dve Studiji primera s podroc¢ja poucevanja, pri
katerih avtorja nista vplivala na oblikovanje poucevanja ali na samo izvajanje
poucevanja. Na podlagi tega avtorja razpravljata o izzivih in moZnostih za uvedbo
konstruktivisti¢nih pristopov k poucevanju v ucilnice.

Kilpatrick, J. (2014). »History of Research in Mathematics Education
[Zgodovina raziskovanja matematicnega izobrazZevanja].« Encyclopedia of
Mathematics Education, str. 267-272. Springer publishing.

Besedilo nudi kratek pregled tega, kako se je zaCelo razvijati raziskovalno
podrocje matemati¢nega izobraZevanja in pokaZe, da se je to zgodilo veliko
pozneje kot vzpostavitev same prakse. Vsebuje tudi kratko porocilo o tem, kdo je
dal pobudo za ustanovitev institucij (kot so ERME, ICMI, IREM in druge), kjer se
lahko matematiki in raziskovalci izobraZevanja sestanejo in pogovarjajo. Dotakne
se tudi idej Felixa Kleina in odnosa med prakso raziskovalnih matematikov in
poucevanjem in uenjem matematike. NakaZe tudi druge, novejSe teZave na tem
podrocju kot npr. dejanska in potencialna vloga tehnologije v poucevanju
matematike. Besedilo nudi pregled raziskav na podro¢ju matemati¢nega
izobraZevanja in zato specifi¢nih raziskav ne predstavi podrobneje.

Kilpatrick, ]J. (2008). »The Development of Mathematics Education as an
Academic Field. [Razvoj matemati¢nega izobrazevanja kot akademskega
podrocja.J« V: The first Century of the International Commission on
Mathematical Instruction (1908-2008). Reflecting and shaping the world of
Mathematics Education, str. 25-39

Prispevek na zacetku poda zgodovinski pregled, ki zajema nastanek komisij za
razvoj matemati¢nega izobraZevanja, pri ¢emer je bil Felix Klein pomembna
osebnost. Uvedel je reformni program, osnovan na skupnosti uciteljev,
znanstvenikov in inZenirjev. Njegova ideja je bila spremeniti izobraZevanje
uciteljev, da bi spremenili poucevanje v smeri spodbujanja prakticnega pouka in
razvoja prostorske intuicije. Razpravlja o tem, kaj je matematika (Cesar
matematiki ne znajo zlahka opredeliti) in kaj je izobraZevanje. Predstavljeni so
razli¢ni pristopi, npr. nordijska pedagoska tradicija in frankofonska tradicija
didaktike. Prispevek trdi, da se matematika kot Studijsko podrocje in kot praksa
vrti okoli poulevanja. Matematiko se namre¢ promovira in izgrajuje s
poucevanjem. To privede do vprasanja (ki so si ga zastavili tudi drugi), kaksen je
in kaksSen bi moral biti odnos med matematiko kot raziskovalnim podroc¢jem in
kot vedo, ki se jo poucuje v razli¢nih Solskih okoljih?



Legrand, M. (2001). »Scientific debate in mathematics courses [Znanstvena
debata pri predmetu matematika].« V: Holton, D. (ur.) The teaching and
learning of mathematics at university level: An ICMI study (str. 127-135).
Springer Netherlands.

Prispevek trdi, da aktivno sodelovanje pri predmetu matematike ne pomeni, da
Studenti postanejo matematiki, lahko pa od njih zahteva, da poskusijo ravnati kot
matematiki in da razred oblikuje znanstveno skupnost, ki razpravlja o
matematiki. Zato prispevek predlaga organiziranje poucevanja v obliki
znanstvene debate. To debato lahko sprozimo kot »nenacrtovano debato« na
podlagi vprasanja, ki ga je postavil Student, kot nacrtovano situacijo z namenom
predstavitve novega koncepta oz. premostitve epistemoloske ovire, ali pa kot
poglobitev koncepta oz. teorije. Navaja primere pobudnikov iz prvega letnika
univerzitetnega Studijskega programa matematika (vKklju¢no Z
interdisciplinarnimi primeri), vseeno pa bi bilo nekaj primerov lahko primernih
za srednje Sole.

Da bi znanstvena debata lahko delovala, je pomembno, da ucitelj da Studentom
dovolj ¢asa za individualen razvoj argumentov, da ucitelj zapiSe vse argumente na
tablo, ne da bi o njih presojal, ucitelj pa mora tudi stremeti k temu, da se
maksimalno Stevilo Studentov angaZira in vkljuci v odkrivanje racionalne resitve
obravnavanega problema ali domneve. Studentova odgovornost je, da verjame v
domnevo, ki jo zagovarja, da razvije racionalne argumente za domnevo in
nazadnje, da tako prepricljivo formulira argumente, da preprica tudi druge
Studente in ucitelja. Na ta nacin se didakti¢na pogodba poucevanja matematike
eksplicitno spremeni v takSno, v kateri postane odgovornost Studentov, da
ukrepajo, formulirajo in verificirajo matemati¢ne odgovore, ocitna. Prispevek
¢rpa iz pojmov Teorije didakti¢nih situacij.

Legrand, M. (n.d.) »Les deux ateliers proposés par Marc Legrand reposent
sur: Le “Débat scientifique” en cours de mathématiques.« Pridobljeno s
spletne strani http://kordonnier.fr/IMG/pdf/legrand.pdf

Besedilo ponuja dodatne argumente za to, kako znanstvena debata spremeni
didakti¢cno pogodbo v okviru poucevanja in kako je matemati¢na dejavnost
(matematikov) preZeta z znanstveno debato. Omenja tudi dodatne komentarje
ucCencev. Nekateri so si le s tezavo predstavljali uvedbo znanstvene debate v
osnovnoSolsko izobraZevanje, ceprav se jim je zdelo takSno poucevanje
razsvetljujoce in dobro. Veliko uc¢encem so se zdele debate zamudne v smislu, da
jih je skrbelo, ¢e bo u¢na ura znanstvene debate sploh pokrila snov kurikuluma.

Margolinas, C. in Drijvers, P. (2015). »Didactical engineering in France; an
insider’s and an outsider’s view on its foundations, its practice and its
impact [Didakti¢ni inZeniring v Franciji: pogled udeleZenca in zunanjega
opazovalca na njegove temelje, prakso in vpliv]«, ZDM - The International
Journal on Mathematics Education, 47(6).

Prispevek obravnava pojem didakti¢nega inZeniringa, ki je vplival na sodobno
raziskovanje matematicnega izobraZevanja v Franciji in ga opredelil. Prispevek
obravnava naslednje teme z vidika udeleZenca in zunanjega opazovalca: (1) nacin,
kako je ta pojem teoreticno osnovan, (2) razlicne prakse raziskovanja



oblikovanja, do katerih je ta pojem privedel in do katerih bo Se privedel, in (3)
nacin, kako je povezan s paradigmo raziskovanja oblikovanja. Prispevek primerja
nizozemski pogled na Ucenje matematike v realnem kontekstu in znacilnosti
didakti¢nega inZeniringa v Franciji.

Maaf}, K. in Artigue, M. (2013). Implementation of inquiry-based learning in
day-to-day teaching: a synthesis [Izvajanje poucevanja, ki temelji na
preiskovanju, v vsakdanjem poucevanju: sinteza]. ZDM Mathematics
Education, 45, str. 779-795

Izvletek: Ta sinteza je bila oblikovana z namenom, da poda uvid v
najpomembnejSa vpraSanja, ki se pojavijo med izvajanjem ucenja s
preiskovanjem v velikem obsegu. Sprva se loti obravnave samega ucenja s
preiskovanjem tako, da (1) razmislja o definiciji uCenja s preiskovanjem in (2)
preuci trenutno stanje implementacije tega. Nato se loti izvajanja ucenja s
preiskovanjem in si ogleda, kako se Siri preko virov, profesionalnega razvoja in
vKljucitvijo konteksta. Na osnovi teh teoreticnih razmislekov razvije
konceptualen okvir za analizo dejavnosti Sirjenja, nato pa na kratko analizira Stiri
vzorne primere. Cilj te analize je preucitev razlicnih strategij izvajanja in
ozaveScanje o razli¢nih nac¢inih uporabe in kombiniranja le-teh. Sinteza se zakljuci
z opaZanji o okviru in zakljucki o bodocih potrebnih ukrepih.

Miyakawa, T. in Winslgw, C. (2009). »Didactical designs for students’
proportional reasoning: an “open approach” lesson and a “fundamental
situation” [Didakticne zasnove za ucencevo proporcionalno razmisljanje:
ucna ura »odprtega pristopa« in »temeljna situacija«].« Educational Studies
in Mathematics, 72 (2), str. 199-218.

Prispevek analizira in primerja dve didakti¢ni zasnovi na temo proporcionalnega
razmisljanja. Ena zasnova je povecava sestavljanke, ki jo poznamo iz literature o
Teoriji didakti¢nih situacij. Druga zasnova temelji na japonski tradiciji
preucevanja ucnih ur skupaj z drugimi ucitelji in pristopa odprtega tipa. Oba
pristopa vsebujeta element preiskovanja, obema pa je skupna tudi ideja, da se
ucenci ucijo iz morebitnih napak.

Monaghan, J., Pool, P., Roper, T. in Threlfall, J. (2009). »Open-Start
Mathematics Problems: An Approach to Assessing Problem Solving
[Matematicni problemi z odprtim zacetkom: pristop k vrednotenju
reSevanja problemov].« Teaching Mathematics and its Applications, 28 (1),
str. 21-31.

Prispevek predstavi reSevanje problemov in kaj oznaCuje problem z odprtim
zacetkom, za katerega je znacilno, da ima vec¢ izhodis¢, vendar le en odgovor.
Prispevek predlaga, kako lahko taks$ne probleme uporabimo v namene
vrednotenja, s spremembo vrednotenja pa predvideva, da bodo tudi razredne
dejavnosti temeljile bolj na preiskovanju.

Niss, M. (1999). »Aspects of the Nature and state of research in mathematics
education. [Vidiki narave in stanja raziskav na podroc¢ju matemati¢nega
izobrazevanja]« Educational Studies in Mathematics, 40, str. 1-24.



Prispevek obravnava nekatera temeljna vpraSanja za izvajanje raziskav na
podrocju matemati¢nega izobraZevanja: s katerimi izzivi se sooca izobraZevalni
sistem in zakaj bi se morali raziskovalni matematiki zanimati za poucevanje
matematike. Prispevek formulira, kaj je miSljeno z izrazom teorija, kaj je
matemati¢no izobraZevanje kot raziskovanje oblikovanja in kateri so produkti
takSnega raziskovanja. Obravnava Stevilna spoznanja, kot so pogledi na ucenje,
znane ovire in vloga IKT, medtem ko zakljucki nakazujejo potrebo po razvoju bolj
hevristicnih kompetenc ucCencev z uporabo ne-rutinskih matemati¢nih
problemov, kar lahko razumemo kot pristope, ki temeljijo bolj na preiskovanju.

Nohda, N. (1995). »Teaching and Evaluating Using "Open-Ended Problems"
in Classroom [Poucevanje in evalvacija z uporabo »problemov odprtega
tipa« vrazredu).« Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik, 27 (2), str. 57-
61.

Nohda, N. (2000). »Teaching by Open-Approach Method in Japanese
Mathematics Classroom [Poucevanje s pomocjo metode odprtega pristopa v
japonski matematicni ucilnici].« Proceedings of the Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME),
(1), str. 39-53.

Prispevek predstavi pristop odprtega tipa: na podlagi prvotnega problema,
hipotez in prvih odgovorov ucencev se izoblikujejo nova vprasanja za nadaljnje
preiskovanje. Navaja primere razlicnih problemov in obravnava, kako se ucitelj
spopada z raznolikostjo odgovorov ucencev. Na kratko opise ucne situacije s
poudarkom na komunikaciji med ucenci in uciteljem. Na koncu svetuje nadaljnje
preucevanje povezave med pristopom odprtega tipa in modeliranjem ter kako ta
nacin poucevanja vpliva na odnos ucencev do matematike.

Polya, G. (1945). »How to solve it? [Kako reSujemo matematicne probleme]«
Princeton, NJ: Princeton University Press.

Med raziskovalci reSevanja problemov in matemati¢nega izobrazevanja, ki temelji
na preiskovanju, ta knjiga velja za klju¢no delo kot izhodiSCe za pristop k
poucevanju in uenju matematike, ki temelji na preiskovanju. Polya opiSe procese,
ki se pojavijo med reSevanjem problemov, kot osrednjo dejavnost matematika.
Poudari ustvarjalnost in odnos do matematike, ki sta potrebna za aktivno
sodelovanje v dejavnostih reSevanja problemov. V proces reSevanja problemov
uvede pojem hevristike.

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical problem solving [Matemati¢no
reSevanje problemov]. San Diego: Academic Press.

Pojasnilo in nadgradnja Polyevih idej. Podroben uvod v to, kaj je resevanje
problemov, iz katerih virov naj bi u€enci Crpali in kakSni odnosi do matemati¢nih
problemov so potrebni.

Schoenfeld, A. H. (1992). »Learning to Think Mathematically: Problem
Solving, Metacognition, and Sense Making in Mathematics [Ucenje
matematicnega razmisljanja: reSevanje problemov, metakognicija in



osmisljanje pri pouku matematike].« V: D. A. Grouws (ur.), Handbook of
Research on Mathematics Teaching and Learning. A Project of the National
Council of Teachers of Mathematics (str. 334-370). New York: MacMillan
Publishing Company.

To poglavje knjige poda uvod v reSevanje problemov in omenja Piageta in
konstruktivizem ter vpliv epistemoloSkega, ontoloSkega in pedagoskega pogleda
uciteljev na matematiko. Obravnava Polyeve ideje o hevristiki in njeno povezavo
z metakognicijo. Prispevek vsebuje sploSne ideje o vodenju ali nudenju pomoci
Studentom (univerzitetna stopnja) pri razvijanju spretnosti in kompetenc
reSevanja problemov. Kljub temu je Se vedno (o0z. vsaj leta 1992 je bil) izziv, kako
poucevati reSevanje problemov, saj moramo najprej doseci nekakSno soglasje
glede njegove definicije.

Schoenfeld, A. H. in Kilpatrick, J. (2013). »A US perspective on the
implementation of inquiry-based learning in mathematics [Ameriski pogled
na izvajanje ucenja s preiskovanjem pri pouku matematike].« ZDM - The
International Journal on Mathematics Education, letnik 45, stevilka 6, str.
901-909.

Razprava o izzivih, s katerimi se lahko sooli implementacija poucevanja
matematike s preiskovanjem v ZdruZenih drzavah, upostevajo¢ dejavnike, kot so
trenutni kurikulum, zmogljivost uciteljev matematike in javne zahteve ter
prepric¢anja o naravi in namenu Solske matematike.

Singer, F. M., Ellerton, N., Cai, ]J. (2013). »Problem-posing research in
mathematics education: New questions and directions [Raziskovanje s
postavljanjem problemov v matemati¢cnem izobraZevanju: nova vprasanja
in usmeritve].« Educational Studies in Mathematics, 83, 1, str. 1-7.

To je pregledni prispevek, ki predstavlja trenutno stanje raziskovanja s
postavljanjem problemov v matemati¢nem izobraZevanju. Prispevek se zacne z
argumentiranjem, kako postavljanje problemov podpira razvoj hevristi¢nih
kompetenc ucencev in kako se to povezuje z raziskovanjem lastnih vprasanj. Ta
prispevek je uvod v posebno izdajo revije ESM in poda pregled pristopov k
spodbujanju ucencev, da postavljajo vpraSanja z matemati¢no vsebino, ki so
navedena v tej posebni izdaji.

Stein, M. K,, Engle, R. A., Smith, M. S. in Hughes, E. K. (2008). »Orchestrating
productive mathematical discussions: Five practices for helping teachers
move beyond show and tell [Organiziranje produktivnih matemati¢nih
diskusij: pet praks v pomoc¢ uciteljem, da preseZejo metodo pokaZi in
povej].« Mathematical Thinking & Learning, 10, str. 313-340.

Prispevek poda pregled literature o razrednih diskusijah in se nadaljuje s
predstavitvijo modela, ki so ga ustvarili avtorji in ki zajema: predvidevanje,
spremljanje, izbiranje, ustvarjanje zaporedja in povezovanje. Zakljuli se s to
mislijo: »Te prakse torej ne nudijo instant reSitve za pouk matematike. Namesto
tega ponujajo nekaj veliko pomembnejSega: zanesljiv proces, na katerega se
ucitelji lahko zanesejo, da bo s¢asoma izboljsal njihove razredne diskusije.«


https://link.springer.com/journal/11858/45/6/page/1

Ulm, V. (2012). »Inquiry-based mathematics education in primary school:
Overview and examples from Bavaria/Germany [PoucCevanje matematike s
preiskovanjem v osnovni Soli: pregled in primeri iz Bavarske, Nemcija].« V:
P. Baptist in D. Raab (ur.), Resources for Implementing Inquiry in Science
and in Mathematics at School. Implementing Inquiry in Mathematics
Education (str. 65-81). Pridobljeno s spletne strani http://www.fibonacci-
project.eu/resources

Gre za primer oz. model oblikovanja u¢nih okolij, ki temeljijo na preiskovanju,
cemur sledi nekaj nemskih primerov uc¢nih ur o osnovni teoriji Stevil na
predmetni stopnji.



Slovar posebnih izrazov, uporabljenih v tem prirocniku

Nekateri od navedenih ¢lankov temeljijo na formulacijah z interneta, ki je sploSno
gledano dober vir za ustvarjanje prvega vtisa o pomenu nekega izraza. Tukaj jih
predstavljamo kot priro¢no pomoc¢ bralcu in ne smejo nadomestiti potrebnega
poglobljenega Studija gradiva, ki je opisano v bibliografiji.

Filozofija ucenja in znanja

Epistemologija - ozko gledano gre za vejo filozofije, ki se ukvarja s teorijo znanja,
naravo znanja, njegovo utemeljitvijo in racionalnostjo prepri¢anj. V
matemati¢nem izobraZevanju se epistemoloski vidiki sploSneje ukvarjajo z deli
matematike, ki so specificni za njeno strukturo, ter z ovirami in tezavami, ki jo
predstavlja u¢encem kot posledica takSne strukture.

Konstruktivizem - filozofski pogled na nacine, kako se ljudje u¢imo. Formalizacijo
konstruktivizma na sploSno pripisujemo Jeanu Piagetu (1896-1980), slavnemu
Svicarskemu psihologu, ki je del svoje kariere izvajal klini¢ne raziskave tega, kako
se otroci med drugim ucijo osnovno matematiko. Clove$ko znanje je obravnaval
tako, kot da je zgrajeno iz razli¢nih vrst miselnih shem. Domneval je, da lahko te
sheme (ucenje) zgradimo s pomocjo asimilacije in prilagoditve obstojeCih shem
izkuSnjam ucenca. Konstruktivisticno poucevanje temelji na prepricanju, da
ucenje poteka, kadar so ucenci aktivno udeleZeni v procesu izgrajevanja pomena
in znanja, ne pa med pasivnim sprejemanjem informacij. U¢enci so ustvarjalci
pomena in znanja.

IzobraZevanje v sploSnem (vklju¢no z Zargonskimi in nejasnimi izrazi)

Pristop v poucevanju - sklop nacel za poucevanje in v SirSem smislu nacin
interakcije z ucenci, ki olajsSa njihovo ucenje. Lahko ga opiSemo preko
uveljavljenih teorij v matematicnem izobraZevanju ali bolj neformalno z
nastevanjem nacel, ki temeljijo na naravi matemati¢nega znanja in ucenja le-tega.

Metoda poucevanja - sestavljena je iz nacel in metod, uporabljenih pri pouku, ki
naj bi jih izvajali ucitelji, da bi njihovi u€enci dosegli Zelene cilje u¢enja. Te metode
so deloma dolocene s snovjo, ki naj bi se jo naucili (npr. kvadratne enacbe), in
deloma s tem, kar o ucencu predvidevamo oz. vemo (npr. seznanjenost s
kvadratnimi koreni, zanimanje za to temo, sposobnost koncentracije in
samostojnega dela itd.). Metode poucevanja vkljucujejo predavanje, vodenje in
organiziranje dela ucencev (z razrednimi diskusijami, skupinskimi projekti,
delom v parih itd.).

Ucni izid - pri¢akovanje o znanju ali spretnostih ucenca, ki naj bi jih pridobil po
konc¢anem ucenju. Taksna pricakovanja so pogosto precej implicitna. Ucitelji naj
uporabljajo ucne izide le, ¢e jih jasno navedejo - na primer v pripravi, med
podajanjem snovi v razredu in ocenjevanjem.



Tradicionalen pouk - izraz se nanasa na uveljavljene navade, ki so bile v Solah
dolgo v uporabi (se ne nanasa na pristop!). Pogosto te navade oz. prakse niso bile
eksplicitno navajane. Nekatere oblike reforme izobraZevanja promovirajo
prevzem alternativnih izobrazevalnih praks, npr. zavzemanje za vecji poudarek
na potrebah in samonadzoru posameznega dijaka. Stevilni reformatoriji trdijo, da
nasprotujejo tradicionalnim metodam, usmerjenim na ucitelja, ki so se
osredotocale na ucenje na pamet oz. memorizacijo. V resnici je izraz
»tradicionalno« pogosto uporabljen precej nenatanc¢no.

Pasivno ucenje - metoda ucenja oz. pouka, pri kateri ucenci prejmejo informacije
od ucitelja in jih ponotranjijo, pogosto skozi obliko memorizacije ali u¢enja na
pamet, pogosto brez povratne informacije s strani ucitelja.

Ucenje na pamet - tehnike memorizacije na podlagi ponavljanja. Osnovna ideja pri
tem je, da veckrat kot ponovimo metode ali dejstva, hitreje jih lahko priklicemo.
Ucenje na pamet je obicajno predstavljeno kot nezadostno glede na alternative s
privlacnimi imeni, kot so smiselno ucenje, asociativno ucenje in aktivno ucenje.

Aktivno ucenje - ucenje, ki temelji na lastnih dejanjih in pobudah ucencev,
vklju¢no s sodelovanjem pri na¢rtovanju in vrednotenju lastnega ucenja.

Na ucenca usmerjeno poucevanje (na ucenca usmerjen pouk) - dosezemo ga z
metodami poucevanja, ki uenca postavijo v srediSce u¢nega procesa. Osnovna
ideja je, da razvijemo avtonomijo in samostojnost ucencev s tem, da jim
prepustimo vecjo odgovornost za ucenje.

Ucenje s preiskovanjem - oblika aktivnega ucenja, ki obsega odgovarjanje na
vprasanja, probleme ali scenarije ter zastavljanje vprasanj, problemov ali
scenarijev - namesto preprostega sprejemanja uveljavljenih dejstev ali sledenja
uhojeni poti do znanja. U¢encem v tem procesu pogosto pomaga moderator. Tako
bodo prepoznavali in preiskovali probleme ter vprasanja z namenom razvijanja
lastnega znanja oz. reSitev. Ucenje s preiskovanjem vklju¢uje ucenje skozi
reSevanje problemov in se uporablja pri preiskavah, manjSih projektih in
raziskavah.

Ucenje z odkrivanjem - tehnika ucenja s preiskovanjem, ki je v¢asih predstavljena
kot konstruktivisticni pristop k izobrazZevanju. UCenje z odkrivanjem poteka
preko reSevanja problemov, kjer ucenec Crpa iz lastnih izkuSenj in predznanja. Je
metoda poucevanja, pri kateri uCenci raziskujejo objekte iz svojega okolja in z
njimi manipulirajo, zastavljajo vprasanja, reSujejo protislovja in izvajajo
eksperimente.

Odranje (usmerjanje oz. podpiranje ucencevega razmisljanja) — u¢encu prilagojena
podpora pri doseganju njegovih ucnih ciljev. ZdruZuje nudenje podpore v obliki
virov, primernih nalog in smernic ter svetovanja in postavljanja vprasanj, ki
vodijo k napredku pri ucenju. Tako kot pri gradnji stavb, podporo (oder)
postopoma odstranjujemo, ko uenci razvijajo avtonomne ucne strategije.



Hevristika - vsakrSen pristop k reSevanju problemov, u¢enju ali raziskovanju, kjer
je uporabljena metoda, za katero ni zajamceno, da bo optimalna ali popolna,
vendar zadostuje trenutnim ciljem.

Uvid - razumevanje vzroka in posledice v okviru specificnega konteksta ali pa
nenadno odkritje pravilne reSitve po Stevilnih nepravilnih poskusih na podlagi
metode poskusov in napak. ReSitve, ki so povezane z uvidom, naj bi bile bolj
prepricljive kot reSitve, ki niso povezane z njim.

Aha ucinek - nanaSa se na pogosto Clovesko izkusnjo, ko nenadoma razumemo
problem oz. koncept, ki nam je bil prej nerazumljiv. V nekaterih primerih sta s
takSnimi ucinki povezana tudi intuicija in spomin, ki pa sta na sploSno nekoliko
nerazlozZljiva.

Razumevanje - odnos med ucecim in predmetom razumevanja. Splosno gledano
je razumevanje prirocen, toda precej nejasen izraz. Ucitelj lahko uporabi »razume
racunske operacije« kot kratko opredelitev uspeha, ki zadovoljuje bolj eksplicitne
kriterije. Na sploSno je natancnejSa opredelitev »razumevanja« pomemben cilj
teoreti¢nih okvirov na podrocju izobraZevanja in ucenja.

Resevanje problemov - doseganje cilja v situaciji, ki je za ucenca nova, kjer ne
pozna pravilne poti reSevanja ali reSitve ne prepozna samodejno. Nekatera
vprasanja so lahko za enega ucenca problem (Ce ne pozna nobene direktne
metode reSevanja), za drugega pa ne (ker pozna takSno metodo). Drugace
povedano, reSevanje problemov je odvisno od znanja in predhodnih izkusenj
ucenca.

Ucenje skozi resevanje problemov - na ucenca usmerjena pedagogika, pri kateri se
ucenci ucijo o doloCeni predmetni vsebini skozi izku$njo reSevanja problemov.

Teorija didakti¢nih situacij

Institucionalno znanje (v¢asih poimenovano tudi javno, skupno ali uradno znanje)
- znanje, ki je predstavljeno v ucbenikih, strokovnih revijah in drugih virih ter
predstavlja sintezo oz. rezultat razlicnih matemati¢nih dejavnosti. Z lahkoto ga
prepoznamo, saj je eksplicitno. V nekaterih jezikih obstaja specificen termin za
institucionalno znanje - v franco$¢ini mu na primer pravijo savoir.

Osebno znanje (vcasih poimenovano tudi individualno znanje) - znanje, ki ga
uCenci gradijo med interakcijo z matemati¢nim problemom (miljejem). Pogosto
ga je teZje prepoznati, saj je lahko le nakazano, Se posebej v primeru
individualnega dela. V nekaterih jezikih obstaja specifiCen termin za osebno
znanje - v francos$¢ini mu na primer pravijo connaissances.

Didakti¢na situacija - situacija poucevanja in u€enja, v kateri je ucitelj v eksplicitni
vlogi moderatorja.



Didakticni milje - okolje, s katerim ucenec stopi v interakcijo, da bi pridobil novo
znanje. Sestavljen je iz problema in pripomockov, kot so svin¢nik in papir, Zepno
raCunalo, program za simbolno racunanje (Computer Algebra System - CAS),
sestavljanka itd. V didakti¢nih situacijah ga oblikujejo ucitelj in drugi ucenci.
Ucenje je modelirano kot ucencevo prilagajanje osebnega znanja didakticnemu
miljeju.

Adidakti¢na situacija - ucCenceva interakcija z miljejem (matematicnim
problemom) brez uciteljevega posredovanja.

Standard znanja (pricakovani doseZek) - matematicno znanje (vsebinsko,
procesno), ki ga ucitelj dolo¢i svojim u¢encem kot ucni cilj v didakti¢ni situaciji.
(Didakti¢na situacija je vedno situacija za nekaj - namrec¢ za standard znanja, ki je
ucitelju poznan, uc¢encem pa sprva ne.)

Faza devolucije - faza, v kateri ucitelj milje preda u€encem. Devolucija se nanasa
na prenos odgovornosti za reSevanje problema na ucence oz. vsaj poskus tega.
Morda bo ucitelj kdaj menil, da je za doseganje doloCenega standarda znanja
potrebnih vec devolucij. Vendar naj to izvede na kontroliran nacin, da bi se izognil
nepotrebnemu trivializiranju ali drobljenju problema, saj to lahko privede do
tega, da uc€enci ne doseZejo standardov znanja (glejte tudi Didakticna pogodbay).

Faza reSevanja - faza, v kateri se uc¢enci avtonomno lotijo problema.

Faza formulacije - faza, v kateri ucenci eksplicitno oblikujejo svoje ugotovitve po
fazi reSevanja (zacetne ideje, hipoteze ali strategije za reSevanje problema ter bolj
ali manj splosne resitve).

Faza verifikacije - faza, v kateri ucenci svoje strategije ali hipoteze testirajo na
miljeju, da bi ugotovili veljavnost svojih metod in resitev.

Faza institucionalizacije - faza, v kateri ucitelj neposredno posreduje
institucionalno znanje. V nekaterih oblikah poucevanja, npr. predavanju, se lahko
zgodi sama od sebe. V drugih oblikah, kot so zasnove v okviru Teorije didakti¢nih
situacij, je tesno povezana s predhodnimi fazami. V tej fazi se osebno znanje, ki so
ga dosegli ucenci, zgolj na novo formulira. Eksplicitno je prepoznano kot znanje,
ki je usklajeno z uradnim znanjem, za katerega jamci stroka.

Didakti¢na pogodba - sklop medsebojnih pricakovanj med ucitelji in u€enci glede
njihovih odgovornosti v konkretni didakti¢ni situaciji (ali v delu le-te). Ta
pogodba je obicajno implicitna in zato lahko njene ucinke zaznamo le v dejanjih
uciteljev in u¢encev. Nekateri ucinki so v okviru poucevanja matematike precej
splos$ni in pogosti, na primer ucencevo vztrajanje, da mu mora ucitelj priskrbeti
odgovore, do katerih ni uspel takoj priti, ali pa uciteljeva nagnjenost k temu, da
ustreZe takSnemu vztrajanju na bolj ali manj prikrite nacine, npr. z dajanjem
»namigov« ali zreduciranjem prvotne naloge. Teorija didakti¢nih situacij navaja



in preucuje nekatere od najpogostejSih tovrstnih ucinkov. Uciteljem in
raziskovalcem je v interesu, da se seznanijo s to klasifikacijo. Zainteresirani bralci
naj si preberejo delo Brousseauja (1997), poglavji 1 in 5.

Didakticni inZeniring - raziskovalna metodologija na osnovi kontroliranega
oblikovanja zaporedij poucevanja in eksperimentiranja z njimi, ki uporablja
interne potrditve na podlagi primerjave a priori in a posteriori analiz teh
zaporedij. Vendar pa se Ze od njegovega nastanka v zgodnjih osemdesetih letih
dalje izraz didakti¢ni inZeniring uporablja tudi za oznacevanje razvojnih
dejavnosti, ki se nanaSajo na oblikovanje izobraZevalnih virov na podlagi
rezultatov ali konstruktov raziskav in na delo didakti¢nih inZenirjev. (Vir:
Encyclopedia of Mathematics Education).

Ucenje matematike v realnem kontekstu

Realisticna situacija - nanasa se na situacijo, ki je uencu »realna« v smislu, da se
tice objektov, pojmov itd., ki so mu poznani. Tak$na situacija je u¢encem smiselna
in jih zaradi tega spodbudi k razmisljanju, saj se navezuje na njihovo predznanje.
Lahko je povezana z vsakdanjim (realnim) Zivljenjem, vendar to ni nujno.

Bogata (struktura ali kontekst) - omogoca razli¢ne pristope ali reSitve, povezuje
se z razlicnimi vidiki ucencevega znanja in je uporabna tudi izven situacije, v
kateri smo jo uvedli.

Matematizacija - dejavnosti, ki jih izvaja matematik in vkljucujejo ustvarjanje
aksiomatskih sistemov, formaliziranje, oblikovanje smiselnih mrez konceptov in
procesov, konstruiranje algoritmov, prikazovanje in poenostavljanje itd.

Anti-didakticna inverzija - ko uporabimo rezultate dejavnosti matematikov kot
izhodiSCe za poucevanje matematike.

Modeliranje v nastajanju — ustvarjanje miselnih shem konceptov in procesov, ki so
povezani s problemsko situacijo, v mislih ufenca. Modeli neformalne
matemati¢ne dejavnosti se razvijejo v modele za matemati¢no razmisljanje.

Vodeno raziskovanje - proces, v katerem ucenci rekonstruirajo in razvijejo
matemati¢ni koncept znotraj problemske situacije s pomocjo knjig, vrstnikov ali
ucitelja.

Horizontalna matematizacija - prehod ali modeliranje problema iz resni¢nega

sveta v matematicni diskurz.

Vertikalna matematizacija - razvoj metode ali teorije za reSevanje matemati¢nega
problema.

Didakti¢na fenomenologija - umetnost iskanja pojavov, kontekstov ali
problemskih situacij, ki vabijo ucence k temu, da bi jih uredili z matemati¢nimi
sredstvi in k razvoju ciljno usmerjenih matemati¢nih konceptov.






