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Uvod

KnjiZica MERIA scenariji in moduli predstavlja enega izmed temeljnih rezultatov projekta
MERIA in obsega pet u¢nih scenarijev in njim pripadajoc¢ih modulov. »Model« ali vzorec
Kjer je bil prav tako objavljen vzorcni scenarij s pripadajo¢im modulom. Izdelava teh
materialov temelji na teoretic¢ni podlagi, ki je predstavljena v publikaciji Prirocnik MERIA
za poucevanje matematike s preiskovanjem.

Scenarij opisuje didakti¢no situacijo, ki se lahko realizira med u¢no uro, ter epistemoloske
predpostavke in sklepanja v ozadju scenarija. Opisuje tudi cilje situacije glede na podrocje
kurikuluma, specifi¢ne pricakovane dosezke in kompetence ter zagotavlja jasno strukturo
ucne ure v skladu s Teorijo didakti¢nih situacij (TDS). Modul zraven scenarija vkljucuje Se
pisne in elektronske materiale, kot so naloge za dijake ali elektronske delovne liste, jasne
utemeljitve za izbiro doloCenega problema (oz. problemov) in metode poucevanja z
nadaljnjimi vidiki U¢enja matematike v realnem kontekstu (RME). Poleg tega modul
vsebuje tudi izkuSnje in doseZke, ki so bili zbrani ob izvajanju scenarija, vklju¢no s
potencialnimi prednostmi in pomanjkljivostmi za dijake s specificnim predznanjem.

Uporaba scenarija je lahko za ucitelja zahtevna naloga. Osnovna ideja vcéasih ni o€itna in
pricakovane standarde znanja je vC€asih teZko doseci. Zato moduli natanc¢neje pojasnjujejo
avtorjeve namere in ucitelju nudijo podporo, tako da so opisane variacije, ki jih lahko
pricakujemo pri izvajanju scenarija. Iz tega razloga so tukaj objavljeni celotni moduli.
Scenariji so v uporabniku prijaznejsi razlicici objavljeni na spletni strani projekta.

Vsi scenariji nudijo dijakom priloZnost za uporabo IKT pri matemati¢cnem preiskovanju,
problemov pa se lahko lotijo tudi brez uporabe tehnologije. Tudi te variacije so opisane v
scenariju ali modulu. Vsi dodatni u¢ni materiali in gradiva za vsak scenarij so objavljeni
na spletni strani projekta MERIA.

Treba je opozoriti, da je potreben cCas, da se dijaki navadijo na ucenje s preiskovanjem in
da ucitelji najdejo ravnovesje med pretirano intervencijo (ki unici dijakove priloZnosti za
preiskovanje) in puScanjem dijakov s premalo sredstvi za smiselno preiskovanje.
Projektna skupina MERIA je trdno prepricana, da je za ucitelja optimalno preizkusiti
scenarije tekom cikla strokovnega izpopolnjevanja v obliki MERIA delavnic podprtih z
branjem Priro¢nika MERIA za poucevanje matematike s preiskovanjem.

V obdobju med julijem 2017 in decembrom 2018 je projektna skupina MERIA razvila
priblizno deset razlicnih scenarijev iz podrocij, ki se ujemajo z u¢nimi nacrti vseh Stirih
partnerskih drzav: Danske, Hrvaske, Nizozemske in Slovenije. Projektu so se v vsaki
drzavi pridruzile tri do Stiri Sole, v katerih so se scenariji testirali. Najlepsa hvala nasSim
partnerjem v pridruZenih Solah za njihovo predano delo. PridruZene Sole so:



e iz Hrvaske: Gospodarska Skola Varazdin, Tehnicka Skola PoZega,
Elekstrostrojarska $kola Varazdin, XII. gimnazija Zagreb

e iz Danske: ZBC, Next Kgbenhavn, Roskilde Katedralskole

e iz Nizozemske: Comenius College Hilversium, Hermann Wesseling College,
Stedelijk Gymnasium Utrecht

e iz Slovenije: Ekonomska Sola Novo mesto, Gimnazija Jesenice, Gimnazija Franca
MikloSica Ljutomer

Proces preizkuSanja scenarijev je privedel do vec revizij in podal zelo zanimive
informacije, ki so pripomogle k izboljSanju scenarijev. Klju¢no je bilo za to knjiZico izbrati
5 modulov kot najpomembnejSe (za vse drZave) in najuspeSnejSe izdelke tega projekta.
Ucitelji iz pridruZenih Sol so se najprej spoznali s teoreticnim ozadjem preko interaktivnih
delavnic, ki so jih pripravili ¢lani projekta. Na ta nacin so se ucitelji pripravili na delo s
scenariji. Izvajanje vsakega scenarija v razredu so opazovali ¢lani projekta ali drug ucitelj
iz iste Sole. Po izvedbi so ucitelji analizirali izvedbo ure s pomoc¢jo vprasalnika in ustno
porocali ¢lanom projektne skupine na naslednjem sestanku. Delo dijakov je bilo
dokumentirano in tudi dijaki so izpolnili kratek vprasalnik, v katerem so porocali o tem,
v kolikSni meri se je u¢na ura izkazala kot zanimiva in ali bi se radi ponovno udeleZili
podobne dejavnosti. Dodatne informacije o vprasSalnikih, porocilih in metodologiji so na
voljo v publikaciji MERIA project impact analysis (MERIA analiza uc¢inkov projekta).

Pet scenarijev, za katere so v tej publikaciji predstavljeni celotni moduli, smo izbrali na
podlagi kriterijev, dolo¢enih na sestanku projektne skupine v Kopenhagnu avgusta 2018:
potencial za preiskovanje in adidakticna potencial scenarija, izvedljivost scenarija za
dijake in ucitelje, ustreznost teme iz vidika ustreznosti in uporabnosti, odzivi dijakov in
raznolikost tem, ki so prisotne v srednjeSolskih u¢nih nacrtih partnerskih drzav.

Izbor MERIA scenarijev tako zajema naslednje teme: modeliranje preprostega poslovnega
problema z uporabo odsekoma linearne funkcije, ugotavljanje, kako je zavorna pot
odvisna od hitrosti z uporabo kvadratne funkcije, reSevanje elementarnega
geometrijskega problema z uporabo simetral daljic, sklepanje o porazdelitvi pla¢ v
podjetjih z uporabo aritmeti¢ne sredine, modusa in mediane ter oblikovanje ukrivljenega
predmeta (tobogan ali smucarska skakalnica) kot gladke krivulje. Namen projekta ni bil
zajeti ¢im vecje Stevilo tem (skupnih) srednjesolskih nacrtov, ampak ponuditi vzor¢ne
primere kot podporo uciteljem pri uvajanju ucenja s preiskovanjem v svoje delo. Menimo,
da so vkljuceni scenariji primerni za razvoj matematicnega modeliranja in postopne
formalizacije, postavljanje hipotez in dokazovanje, znanstveni pristop, spodbujanje
razumevanja namesto pomnjenja, kriticno razmisljanje, samostojno preiskovanje in
uporabo matematike v primerih iz vsakdanjega Zivljenja.

Uvod zakljucujemo s predstavitvijo vsakega izmed petih scenarijev s staliS¢a problema, ki
ga predstavimo dijakom, in pricakovanih standardov znanja, ki jih Zelimo doseci.



V prvem scenariju dijaki preucijo podatke o proizvodnji koles in izgradnji tovarne na
Stirih razli¢nih lokacijah, da bi lahko podjetju svetovali, kako najti najboljSo lokacijo glede
na predvideno proizvodnjo. Proizvodnjo na vsaki lokaciji lahko modeliramo z linearno
funkcijo in dijaki lahko razvijejo razli¢ne strategije za primerjavo lokacij. Dijaki
uporabljajo graficne predstavitve in tehnologijo, kriticno razmisljajo in povzamejo svoje
ugotovitve v porociluy, ki ga napiSejo za podjetje.

V drugem scenariju dijaki preucijo odvisnost zavorne poti od hitrosti vozila ob zacetku
zaviranja. Odvisnost je kvadratna, kar je za dijake nadgradnja znanja o funkcijah
(pricakovano predznanje je poznavanje linearne funkcije). Scenarij torej sluzi kot uvod v
kvadratne funkcije in izboljSuje ra¢unske spretnosti, spodbuja sklepanje in vkljucuje
Zivljenjske primere ter jih povezuje z ob¢utkom odgovornosti.

V tretjem scenariju dijaki dobijo zemljevid puScave s Sestimi vodnjaki z nalogo, da
zemljevid razdelijo na obmocja glede na razdaljo to¢k do vodnjakov. Za reSitev problema
(konstruiranje tako imenovanih Voronoijevih diagramov) je potrebno uporabiti simetrale
daljic med pari tock. Dijaki lahko uporabijo posebej zasnovane programe za preiskovanje
problema in za konstruiranje podobnih situacij, ki vodijo v preiskavo cikli¢cnih
konfiguracij tock.

Cetrti scenarij se osredotoca na preprosto statisti¢no sklepanje o naboru danih podatkov,
ki predstavljajo plaCe zaposlenih v nekaj razli¢nih podjetjih. Naloga dijakov je analiza
podatkov in oblikovanje zakljucka, kje bi se najraje zaposlili. 0d dijakov se pricakuje, da
uporabijo opisnike osredinjenosti podatkov, kot recimo aritmeti¢na sredina in mediana,
vendar lahko njihova analiza zlahka pripelje do drugac¢nih pogledov na problem, na
primer grafi¢nih predstavitev percentilov itd.

V petem scenariju dijaki konstruirajo tobogan, sestavljen iz ravnega in ukrivljenega dela,
ki jih je potrebno gladko povezati - pri Cemer ima »gladko« natancno matematicno
definicijo. Dijakom se samo naroci, da konstruirajo tobogan na nacin, ki omogoc¢a udobno
voZznjo. Naloga je torej analizirati, kako oba dela povezati, in odkriti, da mora biti ravni del
v tocki stika tangenten na ukrivljeni del. Dijaki lahko izberejo razlicne krivulje za
ukrivljeni del in nato konstruirajo tangento s pomocjo razlicnih strategij. Problem se
lahko v primeru krivulj drugega reda resi na elementaren nacin, pri drugih krivuljah pa
problem vodi dijake do ideje odvoda funkcije.



MERIA modul »Tovarna koles«

Ucni scenarij

Standardi
znanja
(pricakovani
dosezki)

Konstrukcija odsekoma linearne funkcije, dolocene kot reSitev
problema, v katerem je podan seznam linearnih pogojev.

Splosni cilji

Risanje grafov (linearnih) funkcij na papir in z uporabo IKT. Razprava
o raztegu grafov vzdolZ ene od osi. Poglobljeno razumevanje linearne
funkcije (naklona a in konstante b) preko uporabe linearnih pogojev
za konstrukcijo odsekoma linearne funkcije. Razprava o zveznih in
diskretnih vidikih v povezavi z algebrsko in grafi¢no predstavitvijo v
procesu modeliranja.

Preiskovalne vescine: eksperimentiranje s Stevilkami pred risanjem
grafov, neuposStevanje nepomembnih podatkov in ocCitnih
neoptimalnih tovarn, interpretiranje rezultatov, dobljenih v procesu
modeliranja, prevzem odgovornosti za kon¢no porocilo in
predstavitev ugotovitev v obliki nasveta.

Interdisciplinarne ves¢ine: dijaki lahko razpravljajo o razli¢nih
ekonomskih vidikih problema, kot je razlika med dobickom in
prihodkom. Pri pisanju porocila so poudarjene komunikacijske
spretnosti.

Potrebno Risanje grafa linearne funkcije. Poznavanje zapisa f(x) = ax + b in
matemati¢no | pomen koeficientov a in b.

predznanje

Letnik Dijaki, stari 15-16 let

Trajanje 50 minut (80 minut)

Potrebni Preglednica s podatki o stroskih

material

Obmocje Stroski gradnje Stroski proizvodnje
tovarne v € za eno kolo v €
A 300 000 120
B 450 000 110
C 660 000 60
D 680 000 80

Karo papir in/ali elektronska predloga za spreminjanje linearnih
pogojev in/ali IKT v sploSnem za risanje grafov funkcij, spreminjanje

vvvvv

interaktivna tabla.




Problem

Si v vlogi svetovalca, ki podjetjem svetuje, kje naj
zgradijo tovarno za proizvodnjo koles. Tvoje izhodisce
je preglednica s stroski za obratovanje tovarne na
razlicnih obmocjih. Kaksen bi bil tvoj nasvet podjetju v
zvezi z izborom lokacije za tovarno in zakaj?!

15 (20) minut

ucitelj tudi vpogled v predznanje
dijakov. Pomembno je, da ucitelj
dijakom ne daje namigov in se
izogne komunikaciji z dijaki,
razen Ce je potrebno ponoviti
problem.

Faza Dejavnosti in navodila ucitelja | Dejavnosti in odzivi dijakov
Devolucija Ucitelj pove dijakom: Dijaki poslusajo in skusajo
(Prenos) Si v vlogi svetovalca, ki podjetjem | razumeti pomen problema ter se
(didakti¢na) svetuje, kam naj umestijo tovarno | ga zavzeto lotijo. Lahko imajo
za proizvodnjo koles. KakSen bi vprasanja glede pomena dane
5 minut bil v sploSnem tvoj nasvet tabele in samega problema.
podjetju? Ucitelj mora u¢encem izrecno
Delajte v paru in se pripravite, da | dati moZnost, da postavijo takSna
boste kasneje predstavili svojo vprasanja, da se prepricajo, da
resitev. bodo vsi razumeli nalogo.
Resevanje Ucitelj opazuje in belezi, katere Dijaki v parih preizkusajo
(Delovanje) strategije za reSitev problema so | razline strategije in ideje,
(adidakti¢cna) | uporabili dijaki. Na ta nac¢in dobi | skladno z njihovim predznanjem.

Glejte razdelek spodaj MoZni
nacini, kako lahko dijaki doseZejo
standarde znanja. Ker dijaki
delajo v parih, bo prisotna
adidakti¢na formulacija.

Formulacija
(Zapis
ugotovitev)
(didaktic¢na)

10 (15) minut

Ucitelj izbere skupine (najmanj
5), ki predstavijo razli¢ne
strategije na tabli. Tabla naj se
pred tem razdeli na (vsaj) 5
delov. Izbrani pari lahko zapisejo
svoje odgovore, preden jih
povedo ustno. Dijaki svojih
zapisov na tabli ne smejo vel
brisati. Ko dijaki zapiSejo svoje
odgovore, jih predstavijo Se
ustno. Zac¢nejo z najbolj preprosto
resitvijo. Ucitelj vzpodbudi ostale
dijake v razredu, da zastavljajo
vprasanja in komentirajo
predstavitve. Na tej tocki ni
potrebna potrditev veljavnosti
napisanih odgovorov.

Pari predstavljajo svoje odgovore
po vrstnem redu, ki ga doloci
ucitelj (najprej bolj preproste
resitve, s Stevilkami, kasneje
resitve z grafi in funkcijami).

1 Navdih problema je v Nalogi 2.10, ki je obravnavana v knjigi » Primijenjena matematika
podrZana racunalomg, Ki jo je v okviru projekta »STEM genijalci« zasnovala tudi
soavtorica tega scenarija.




Devolucija

Ucitelj pove dijakom: V paru

Dijaki poslusajo.

(Prenos) razpravljajte o podobnostih in
(didakti¢na) razlikah predstavljenih resitev. Ucitelj mora poskrbeti, da dijaki
Razmislek uporabite za razumejo navodilo.
1 minuta izboljSanje svojega odgovora
vodstvu podjetja. Po 5 (10)
minutah boste ponovno pozvani,
da predstavite ugotovitve.
ReSevanje Ucitelj hodi po razredu in Pari navajajo podobnosti in
(Delovanje) / | spremlja, kaj so pari opazili in razlike predstavljenih reSitev, pri
Formulacija razpravljali ter kako uporabljajo | cemer skuSajo razumeti vse
(Zapis ugotovitve drugih parov. strategije in izboljsati svojo
ugotovitev) reSitev.
(adidaktic¢na)
5 (15) minut
Verifikacija Ucitelj k porocanju povabi Razli¢ni dijaki porocajo o
(Potrditev) razli¢ne pare, da bi nanizali ¢im ugotovljenih podobnostih in
(didakti¢na) veC ugotovitev in spremenjenih razlikah in razloZijo, kako so z

10 (15) minut

odgovorov.

Prizadeva si, da bi dijaki ugotovili
morebitne napake v prejSnjih
reSitvah.

reSitvami preostalih parov
izboljsali svojo resitev. Lahko tudi
nakaZejo pomanjkljivosti
nekaterih reSitev.

Institucionaliz
acija
(Oblikovanje
ustaljenega
zapisa)
(didakticna)

5 (10) minut

Ucitelj poudari, da ni enega
pravilnega odgovora, temvec je ta
odvisen od Stevila izdelanih
koles. Svojo razlago najprej
utemelji z reSitvami u¢encev na
tabli, nato pa uvede zapis
odsekoma linearne funkcije s
primerom (enoto € izpusti):
Flx) = {120x +3-10°,x<a
60x +6,6-10%x>a
kjer je a = 6000.
Lahko je zapisana tudi kot
f(x) =120x + 300000, x<a
h(x) = 60x + 660 000,x > a.
To uporabi, da povzame, kako
svetovati podjetju: obmocji B in D
nista nikoli optimalni, medtem ko
sta obmocji A in C optimalni za
proizvodnjo pod oziroma nad
6000 kolesi. Funkcija optimalnih
stroskov je odsekoma linearna
funkcija (definirana na mnozici
naravnih Stevil).

Dijaki poslusajo in prepoznajo
svojo strategijo v povezavi z
definicijo ter razmisljajo, kako se
to primerja s preostalimi
strategijami reSevanja.

Delajo si zapiske.




Mozni nacini,
kako lahko
dijaki
doseZejo
standarde
znanja

Nekateri dijaki poskus$ajo za obCutek uporabiti kakSna konkretna
Stevila, kot na primer:

o Nekateri dijaki za zaCetek izracunajo ceno za konkretna
Stevila koles v vsakem obmocju. Uporabijo lahko strategijo
poskusov in napak ter poskusijo najti Stevilo, pri katerem za
dve obmodji izraCunajo enako ceno.

o Dijaki lahko za vsako obmocje pripravijo preglednico in
izraCunajo konc¢ni strosek za dano Stevilo koles, stroske
primerjajo in izberejo najcenejSo reSitev za dano Stevilo
koles (to lahko naredijo brez ali z uporabo ra¢unalnika).

o Primerjajo lahko dve lokaciji in pokuSajo izracunati, kako bi
lahko razliko med fiksnimi stroski nadomestili z razliko med
variabilnimi stroski (na primer koliko koles morajo izdelati,
preden bo B boljsi od A); za oblikovanje popolnega
odgovora je potrebno narediti Sest takSnih primerjav.

Nekateri dijaki takoj poskusijo s funkcijami in zapiSejo Stiri enacbe
funkcij, kjer vsaka funkcija predstavlja strosek proizvodnje x koles:
f(x) =120x + 300 000,
g(x) = 110x + 450 000,
h(x) = 60x + 660 000,
k(x) = 80x + 680 000.

o Grafe funkcij nariSejo v koordinatni sistem ali sisteme in
glede na graf utemeljijo izbiro obmocdja za postavitev
tovarne.

o Dijaki, ki uporabljajo karo papir, lahko razberejo koordinati
presecisca na koordinatnih oseh.

o Dijaki, ki uporabljajo IKT, bodo morda takoj narisali vse
linearne funkcije, vendar lahko naletijo na teZave pri
prilagajanju koordinatnih osi, zaradi cesar bodo tezko
razlocili posamezne funkcije.

o V vsakem primeru se interpretacija funkcij in potreba po
minimiziranju stroSkov ne porodita samodejno, ampak
zahtevata poglobljeno razmisljanje o problemu. Prisotne
bodo tudi napake, kot je na primer neupoStevanje razlike
med stroski proizvodnje in prodajno ceno ali dobickom, itd.

o Presecis¢a funkcij dijaki najdejo s primerjanjem parov
enacb funkcij. Pomagali si bodo z grafi funkcij, da ugotovijo,
kateri pari enacb so pomembni. Za uporabo te strategije so
potrebne vescine reSevanja enacb.

Dijaki lahko pridejo do razli¢nih zakljuckov.

o Ne glede na to, ali dijaki delajo s Stevilkami (in
preglednicami) ali funkcijami (in grafi) bodo nekateri
ugotovili, da ni enega samega »najboljSega obmocja«, ampak
da je nasvet o izbiri odvisen od Stevila proizvedenih koles.
Zakljucek je lahko bolj ali manj natancen in predstavljen
opisno, z enacbami, grafi, itd.




o Nekateri dijaki bodo podali hiter in napacen odgovor, kot na
primer »A je najboljsa izbira, ker je pri izracunu stroskov za
proizvodnjo 1, 2, ..., 10 koles, cena tam vedno najniZja.«

e Primeri grafov in enacb, ki bi jih lahko izdelali dijaki (na
papirju ali, kakor tukaj, z uporabo tehnologije) z namenom, da
ugotovijo, kako so razlicna obmocja bolj ekonomic¢na za razlicno
Stevilo proizvedenih koles.

= Plot[{300000 + 120 x, 450000 + 110 x, 660000 + 60 x},
{x, @, 18000}, PlotLegends - "Expressions"]

25x10°F

~

2.0x10%} ”

—— 300000+ 120 x
450000 +110x
660000 + 60 x

_ 15x10°]

1.0x 105 -

500000 -

- T T T R

Solve [300000 + 120 x == y 8& 450000 + 110 x = y, {X, y}]
[{x—>15000, y — 2100000} )

7= Solve [300000. + 120 x == y&& 660000 +60Xx =y, {X, y}]

{{x—e6e00.,y->1.02x10°%}

Pojasnilo glede materialov za dijake

Zgodba o svetovanju in tabela s stroski je namenjena temu, da bi pritegnila dijake v fazi
devolucije. Tabelo lahko razdelimo dijakom na listih ali pa jo zapiSemo na tablo (ali
pametno tablo), lahko jo podamo v PowerPoint predstavitvi ali pa jo dijaki prenesejo na
racunalnike/pametne telefone ali kaj podobnega.

Dijaki v nekaterih drzavah poznajo nacela modeliranja, v drugih pa ne. Ce je potrebno, si
lahko ucitelj vzame vec Casa, da pojasni podatke v tabeli. Dijaki lahko pri resevanju
uporabljajo mobilne telefone, graficni kalkulator, GeoGebro, Wolfram Alpha, karirast
papir, ravnilo in/ali IKT na splo$no, da nariSejo, spreminjajo in dodajajo pogoje, iS¢ejo
preseciSca idr. Da zagotovimo dovolj prostora za predstavitve vseh dijakov, ki naj
ostanejo vidne do konca ure, potrebujemo Siroko tablo ali posterje. Poleg tega
potrebujemo Se prostor za uciteljevo institucionalizacijo.

Variacije na podlagi didakti¢nih spremenljivk

Fokus v didakticnih fazah naj temelji v prvi vrsti na zapisih dijakov in potrditvi njihovih
dognanj. V adidakti¢nih fazah ne dajemo namigov o resitvah. V tem delu bomo povedali,
kaj lahko spremenimo v didakti¢nih spremenljivkah scenarija.

Ucitelj naj dijakom razloZi, da je ta finan¢ni model poenostavljen in zanemari mnogo
vplivov. V resnici so modeli veCinoma poenostavitve. V nasem racunu upostevamo:

a) ceno gradnje tovarne na izbranem obmocju,

b) ceno proizvodnje enega kolesa v tovarni.




V skladu z obic¢ajnimi definicijami imamo tudi druge fiksne stroske obratovanja, celo v
situaciji, ko ni proizvodnje. Fiksni stroski obratovanja vkljucujejo ceno gretja, place stalno
zaposlenih in podobno. Te stroske zanemarimo. Stroski b) predstavljajo spremenljive
stroSke, ki so odvisni od koli¢ine proizvodnje, vkljucujejo pa material, ceno delov strojev,
kijih je potrebno zamenjati, porabo elektri¢ne energije za stroje, place sezonskih delavcev
ipd. Problem lahko posploSimo tako, da dodamo Se druge stroSke, vendar ima pricujoci
model le dva tipa stroskov.

Porocilo svetovalca naj bo osnovano samo na stroskih a) in b). Lahko tudi eksplicitno
dolocite, naj porocilo vsebuje le dane informacije, ceprav samostojne predpostavke ali
ocene dijakov pripomorejo k bogatejSemu naboru reSitev (npr. reSitev dveh danskih
dijakov, ki je seveda delno napacna). Preprecevanje »napacnih odgovorov« ni nasa prva
skrb, saj se dijaki lahko iz njih nekaj naucijo.

Izziv zgodbe je, da se bo direktor podjetja odlocil o lokaciji glede na analizo svetovalca. Ni
potrebno, da svetovalec (dijak) ve, ali podjetje nacrtuje veliko ali malo koli¢ino
proizvedenih koles, kar pa dijaki v€asih spontano privzamejo.

Ko se direktor odloci, bodo tovarno postavili le na eni lokaciji in tam bo ostala. Tovarne
ne morete premikati.

Didakticno okolje (Milje): ceno (koli¢ina in tip) lahko izberemo drugace, za zacetnike pa je
mogoce bolje, da med grafi minimalnih stroskov ni veliko presecis¢. V naSem primeru je
le eno tako presecisce pri x = 6000. Kadar je presecisc vec in so si blizu, problem postane

vvvvv

To bi razumeli, kot da izberemo drugo lokacijo zaradi 50 koles.

Spremenimo lahko tudi izdelke in druge elemente problema. Tovarne, ki proizvajajo vec
izdelkov z robnimi pogoji, vodijo do ve¢ spremenljivk, kot pri linearnem programiranju.

Med fazo verifikacije (potrditve) je pomembno, da napacne strategije ali formule
popravijo, kolikor je le mogoce, drugi dijaki. Ucitelj lahko vplete ostale dijake v razredu z
vprasanji kot so: Ali lahko ponovite, kar so povedali soSolci? Je to v redu? Zakaj tako
mislite? Od kod to veste? VpraSanja, ki jih postavlja, so odvisna od predznanja in dosezkov
razreda.

Trajanje faz lahko priredimo glede na delo dijakov.

Med prvo fazo resevanja (delovanja) dijakom ne povemo, kaj naj izracunajo ali katero
dolo¢eno matemati¢no orodje naj uporabijo, kot na primer linearne funkcije.

Ce ugitelj dvomi, ali dijaki razumejo zahtevano predznanje, naj postavlja vprasanja kot:
Kako lahko primerjamo stroSke? Ali lahko katero izmed lokacij zanemarimo? Zakaj? itd.
Predlagana vprasanja naj ucitelj postavi le skupinam ali posameznikom, ¢e vecina ostalih
dijakov nima teZav s predznanjem. UCitelj naj ne predava vsaki skupini posebej. Poleg
tega, ni potrebno da ostane s skupino, dokler nima odgovora na tako vprasanje. Vprasanje
je le manjSa devolucija omejenega problema, potem pa pustimo dijake, da delujejo,
formulirajo in potrdijo. Ne podpirajte jih z dodatnimi vpraSanji ali namigovanji o
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odgovoru. Ce bi morala ve¢ina razreda razmisliti o teh vprasanjih, fazo skrajsamo in
vprasanja postavimo pred celotnim razredom; taka potreba obicajno pomeni, da je bil
zaCetni problem preteZek ali nejasen, cemur se Zelimo izogniti.

Vmesavanja med drugo fazo reSevanja, formulacijo in potrditvijo:

Glavne smernice so podobne tistim zgoraj. Ce se nekatere skupine s teZavo lotijo
problema, lahko ucitelj predlaga, naj svojo strategijo primerjajo s primerno strategijo
druge skupine. Ta primerljiva strategija mora biti previdno izbrana z matemati¢nega
vidika, med njima morajo biti jasne podobnosti. To je podobno, kot nova devolucija
(prenos) rahlo manj odprtega podproblema tej skupini. Ce je iskanje podobnosti in
razli¢nosti za dijake prevec neoprijemljivo, lahko ucitelj izbere devolucijo bolj doloc¢ene
naloge, kot na primer: »PoisSCite eno reSitev druge skupine, ki jo lahko uporabite za
izboljSanje svoje resitve, potem pa to storite; nato poiscite napako ali pomanjkljivost v eni
izmed reSitev in pojasnite, zakaj se ne strinjate.«

Med koncno fazo institucionalizacije je pomembno, da se dotaknete vecine (Ce Ze ne vseh)
strategij iz razreda in jih med seboj poveZete. Ce utitelj razmisli o moznih strategijah, mu
to pomaga krmariti in predvidevati proces preiskovanja dijakov. Medtem ko ucite, se
spomnite, da ste del dinami¢nega sistema - dijakom moramo dovoliti, da se prilagodijo
okolju, torej ne moremo pricakovati, da bodo vsi prisli do enakih odgovorov!

Proces preiskovanja vsebuje vse faze. Mogoce bo potrebna ve¢ kot ena u¢na ura, preden
se bodo dijaki v celoti vpletli v tak na¢in poucevanja. Mogoce je pomembno poudariti, da
se lahko u¢imo tudi od alternativnih ali celo napacnih resitev.

Nekateri ucitelji sestavijo shemo moZnih strategij dijakov, ki jo uporabljajo med
adidakti¢nimi fazami. Pricakovane strategije si lahko zapiSete na kos papirja in za vsako
strategijo si lahko ucitelj sestavi na primer tri vprasanja, ki bi bila zanj lahko uporabna,
ko skupina predstavi doloceno strategijo. Med adidakti¢nimi fazami si lahko ucitelj
zabeleZi, katere skupine razpravljajo o razlicnih strategijah in beleZke uporabi pri
organizaciji nadaljnjih didakti¢nih faz formulacije in potrditve.

Opazanja iz prakse

Pomembna ugotovitev scenarija je, da so se ucitelji trudili ne uciti skozi vse faze scenarija.
To je prijetna izboljSava, ki ohranja adidakti¢ni potencial situacije. Dijaki so imeli nekaj
vprasanj, ki so pojasnila problem. Nekateri so razmisljali o dobicku, namesto o stroskih.
Nekateri dijaki so bili na zaCetku (prva devolucija) zmedeni in so spraSevali o kvaliteti
koles, prodajni ceni, davkih, Stevilu proizvedenih koles ... Nekateri so zelo hitro ugotovili:
Tisti z najmanjsim naklonom je najcenejsi.

Med fazo reSevanja, so dijaki prikazali naslednje pristope:
[. modeliranje z linearnimi funkcijami in risanji grafov

e [.1.risanje na roko in izracun presecisc¢ kot resitev sistema linearnih enacb;

e [.2.uporaba tehnologije za risanje grafov in iskanje presecisc (ne vedno uspesno).
II. Primerjanje parov plos¢in in analiza rezultatov

e IL1.uporaba linearnih enacb;
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e [I.2. direktno iz tabele, s primerjavo fiksnih stroskov;
e [I.3. druga razmisljanja, ki temeljijo na racunanju ploscin in njihovi primerjavi,
vcCasih z izmiSljenimi predpostavkami in napakami.

Primerjava:

e Pristopa l.1 in I.2. sta podobna, z oCitno razliko pri uporabi tehnologije. Dijaki so
pripomnili, da je pristop I.2. bolj natancen in zato (naj)boljsi, mi pa bi dodali, da
cenimo tudi pristop I.1., saj lahko tako opazimo, ali imajo dijaki teZave pri risanju
grafa.

e Pristop II. zahteva veC logi¢nega misljenja, da bi prisli do reSitve, ceprav je
strategija dobra. Razpravljali so o razliicah, v katerih dijaki primerjajo le A in C
glede na svoj obcutek, in o pomembnosti primerjave s plos¢ino B.

Izpostavimo, da pristop II.2. pokaZe, da lahko problem reSimo brez poznavanja linearnih
funkcij in njihovih grafov, zato ga lahko uporabimo kot uvod v linearne funkcije.

Nekatere skupine so izracunale in primerjale stroske pri izdelavi izbranega Stevila koles
v vsakem od obmocij A, B, C in D. V tem primeru so imeli teZave s formulacijo, ker niso
mogli najti tistega Stevila koles, pri katerem ena moZnost postane bolj$a od druge; vcasih
so glede tega naredili predpostavke. Vzeli so pribliZek ali povedali, da je za majhno Stevilo
koles boljSa moZnost A in za veliko Stevilo koles moZnost C. Ena izmed teh skupin je po
drugi devoluciji v fazi reSevanja ugotovila, da bi lahko natancno Stevilo koles poiskali z
reSevanjem sistema enacb.

Bolj napredne skupine so resevale enacbe in primerjale vrednosti funkcij na intervalih, ki
so jih dobili. Nekatere izmed teh skupin so uporabile grafi¢ni pristop in poiskale
preseciS¢a s pomocjo grafa, uporabili so GeoGebro ali drug podoben program. V tem
primeru je postalo pomembno, kako izberejo enote na osi, saj v enacbah nastopajo velika
Stevila.

Dijaki so potrebovali ve¢ ¢asa za prvo fazo devolucije in fazo reSevanja ter manj ¢asa za
drugo, zato smo casovne intervale prilagodili. Nekateri ucitelji so morali v prvi fazi
reSevanja in pri fazi formulacije pomagati dijakom z namigi ali dodatnimi vprasSanji. Dijaki
brez pomoci niso razumeli, kako bi lahko primerjali razli¢cne mozZnosti.

Glede na odgovore v MERIA vpraSalniku se je po tej ucni uri 73,3 % hrvaskih dijakov
strinjalo, da je matematika povezana z realnim Zivljenjem, 87 % jih je povedalo, da je bila
ura bolj zanimiva od obicajne in 91,9 % dijakov bi Zelelo podobne ure izvajati vsak mesec.

Resitve skupin dijakov na tabli (Nizozemska)
12



Primer pisne predstavitve z Danske. ( >
Dijaki so preuevali vsako obmo&je A) . da| laen 2500 \y“” 9 "
posebej. Napatno so razumeli »ceno d gy D B & +ﬁ’“ de 3000 € in
proizvodnje enega kolesa« kot »dobicek ' QC*) - |20 ~300.0%%

pri izdelavi enega kolesa«. Potem so za B det o
vsako obmotje izrazili funkcijo flx) kot B) ke dol laws HO0 il 3

dobicek odvisen od $tevila proizvedenih o, 3¢ o hom di USOCOOK .

koles. Za vsako obmocje so izracunali, &}_H/Q;;T_"LM

koliko koles morajo proizvesti, da X s

pokrijejo stroske izgradnje tovarne, tako Do shal Joves ll0oo g 29 dek ger

da so poiskali ni¢lo funkcije f. U Uac ok *jerc 5 4202?9 %f.w;‘m\
L fehsbor-bur

V prevodu, za vsako obmocje pisejo, L Vo ol \oves 25030 Yo & dot e
»Proizvesti morajo ... koles in potrebnih je §

L vir ol de [Z0oW £ i
v . ~00 O

... let, da se povrne strosek ... €.« Poleg je “ Kﬂ= lox - 680.00
zapisana funkcija. Stevilo let dobijo iz o .

svoje predpostavke tipa »proizvedejo vsaj 9

2,5 kolesi na dan« (ustno pojasnilo za primer A, za druga obmocja pojasnila niso podali).
Ni jasno, kako so prisli do Stevila let v vseh primerih, razen tega, da morajo v primeru A
proizvesti vsaj 2,5 kolesi na dan.

™ ReSitev druge danske skupine: Predpostavijo, da
i " tovarna proizvede 50 000 koles vsako leto. Formula je:
Vi hac megnel wmed at fabryKes v . . .
Producer50.000 cylles om aret J ((cenazakolo - 50 000) - Stevilo let) + cena izgradnje
tovarne
(in na koncu »radi imamo matematiko«). Dodatnih
zakljuckov razen te formule med fazo formulacije niso
imeli, vendar bi njena uporaba gotovo vodila k
odgovoru (uporabite obmocje C).

. 50.000)

:((om kostangecne e cykel |
. antol _QJ-) + prisen for opreteie
of fabrikien.

v
[ : Vi bk wat {

—
L RSP S aan L g AL AN

Rox +a

Slika po uciteljevi institucionalizaciji o reSitvah pomembnih : :
enacb za reSevanje problema, odsekoma linearnih funkcijah in g7 g R o
njihovem zapisu. V tem razredu je le polovica dijakov Ze pred ¥ ’
tem nasla »dobre« funkcije, ki jih ucitelj uporablja tukaj.

e il

Orodja za evalvacijo
Na koncu ucne ure ali kmalu po njej lahko naslednje naloge uporabimo za hiter preizkus
znanja, ki so ga dijaki usvojili med izvajanjem scenarija:
1. Prijatelj pravi: »Graf z najmanjSim naklonom in najmanjSo zaCetno vrednostjo bo
dal najcenejSo mozZnost.« Kaj pravite?
Odgovor: Res je, vendar nimamo vedno takih podatkov (kot recimo v tem scenariju).

2. Prijatelj pravi: »Premica z najvecjim naklonom in najvecjo zacetno vrednostjo bo
ustrezala najdraZzji moZnosti.« Kaj pravite?
Odgovor: Res je, vendar take premice ne moremo vedno najti (v primeru pricujocega
scenarija taka premica ne obstaja).
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3. Dana je enostavna situacija s podatki, ki so zapisani v tabeli. Podpisali ste pogodbo
za proizvodnjo 5000 koles. Katero lokacijo boste izbrali?

Lokacija Strosek izgradnje StroSek proizvodnje
tovarne na tej enega kolesa v tovarni
lokaciji v EUR v EUR

G 0 200
H 300 000 100

Odgovor: H je cenejsi pri proizvodnji vecji od 3000 koles.

4. MoZna domaca naloga: napiSite dokument, v katerem direktorju podjetja svetujete,
kam naj postavi tovarno. RazloZite mu svoje razloge.

Predlogi za nadaljnje preiskovanje iz linearnega modeliranja
Vkljucite drugacne kontekste (na primer taksi, hitrost ...), kjer boste uporabili pridobljena
znanja v novih situacijah (za nadaljnjo institucionalizacijo klju¢nih metod in zamisli).

1. Taksi AA ima zacCetno ceno 15€, vsak prevoZeni
kilometer pa stane 5 €. Taksi BB ima zacetno ceno 20 €, [

vsak prevoZeni kilometer pa stane 4 €. S taksijem se =e=

nameravate odpeljati 8 kilometrov dale¢. Katero taksi
podjetje boste izbrali?

2. Cena plina za prvih 10 m3 zna3a 0,5 €, za ve&jo potro$njo plina pa se cena zniZza.
Naslednjih 20 m3 stane 0,4 € za m3, potem pa cena pade na 0,3 € za m? plina.
Poiscite funkcijo stroskov.

3. Sportnik naj bi dnevno zauZil vsaj

74 mg vitamina B in vsaj 123 mg
vitamina C. Multivitamin MM vsebuje
20 mg vitamina B in 9 mg vitamina C
na 1g pripravka. Multivitamin NN
vsebuje 4 mg vitamina B in 11 mg
vitamina C v 1 g pripravka.

Kaksni so lahko najmanjsi odmerki
multivitaminov MM in NN, da bo
Sportnik zadostil svojim dnevnim
potrebam? Zauzitje viSjega odmerka od priporocenega ni nevarno.

Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 - olEN
ell Graphics Evaluation Palettes Window Help

11y2123}, ix, 0,20}, {v, 0, 23},

| @ 20xeay274
9xs11y2123

G]

4. lvana Zeli za praznovanje rojstnega dne s 17 gosti najeti prostor. Cena prostora RR
je 100 € za najem in dodatnih 10 € za vsakega gosta. Cena prostora PP je 80 € za
najem in dodatnih 12€ za vsakega gosta. Kateri prostor naj izbere?
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5. Par Sportnih copat stane 70 €. Podjetje, ki izdeluje Sportne
copate, je v zacCetek proizvodnje investiralo 10 000 €.
Izdelava enega para Sportnih copat stane 15 €. IzraCunajte
dobicek podjetja, e so izdelali 1000 parov Sportnih copat.

6. Glede na visino pologa banka ponuja razli¢ne obrestne mere. Ce poloZite manj kot
5000 €, je letna obrestna mera 2 %. Pri pologu med 5000 € in 20 000 € znaSa letna
obrestna mera 2,2 %, pri pologu nad 20 000 € pa 2,5 %. Poiscite kon¢no vsoto
denarja po enem letu kot funkcijo pologa.

7. Ana se je s konstantno hitrostjo 80 km/h z
avtomobilom vozila proti Zagrebu. Po 20 km ji je
zmanjkalo goriva, zato je Sla 2 km pes$ do najblizje
Crpalke. Do crpalke je potrebovala 30 minut.
Poiscite graf poti v odvisnosti od casa. Poiscite
Anino povprecno hitrost. (Graf je del resitve.)

8 Martln ln Franc Sta éla na Ex 3 Pn‘mjemb~WolfraﬂMalhﬂnatica10‘4 = ':'n

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
izlet s kolesom. Luka ju ni
v v . . I
Zelel cakati, zato se je
I
odpravil pred njima. Podan i[ , Wain
g

je graf poti v odvisnosti od
¢asa. » .

Kdo je najhitrej$i kolesar? R o - |
Kdo je najpocasnejsi? Kje bo Martin srecal Luka? (Dijaki naj ob nalogi dobijo tudi
graf.)

a Zadatakcnb - Wolfram Mathematica 104 - oIl

9. Peter se je vozil z motorjem. Prvi 2 minuti je :
imel konstantno hitrost 10m/s, po ey
nadaljnjih 2 minutah pa je s konstantnim
pospeSevanjem dosegel hitrost 20 m/s. Nato
je zacCel zavirati in se ¢ez 2 minuti ustavil.
NariSite graf hitrosti v odvisnosti od ¢asa.

10. UpOI' Zice se spreminja glede na @ Primjecsb - Wolfram Matnematica 104 - U_
temperaturo: R(T) — Ro(l + a T)' File Edit !:5::1 Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
kjer R, predstavlja upor pri 0 °C, a je #
temperaturni koeficient upora, in T je I e W

temperatura v °C. Upor treh razli¢nih
materialov pri 0 2C je 100 Q.

PoiSCite temperaturne Kkoeficiente
upora za te materiale, ¢e so njihovi
upori pri 100 2C naslednji: 139 Q (material 1), 143 Q (material 2) in 168 Q
(material 3).

Na spletu poiscite tabelo temperaturnih koeficientov upora in ugotovite, katere
materiale predstavljajo 1, 2 in 3!

100% ~
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11. Palice iz razlicnih materialov pri temperaturi 0 2C merijo 1 m. DolZina se glede na
temperaturo spreminja: L(T) = Ly(1 + a T), pri ¢emer je L, dolZina pri 0 °C, a je
temperaturni koeficient linearnega raztezka, in T je temperatura v 2C.
Temperaturni koeficienti linearnega raztezka so naslednji:

]eklo 6,7 . 10'6 / QC' % Zadataknb - Wolfram Mathematica 104 =i A=
B o File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help |

Baker 16)6 - 10 6 / _CI w2i= PLOE[{1 (1+6.7%10% (<6) #t), 1 (1+16.6%10% (-6) #t), 1 (1+25.0%10% (-6) x )}, 2|

Alumlnl] 25,0 . 10-6 / QC_ (t,?, 100}, PlotLabels - {"&elik", "bakar", "aluminij"} , AxesLabel - {t[C°], L{m]}]

Poiscite funkcijo dolZine
v odvisnosti od

temperature za jeklo, B
baker in aluminij. o0 =

Utemeljitev in pogled na scenarij z vidika RME

Vloga konteksta pri zagotavljanju moZnosti, da dijaki razvijajo matematic¢ne ideje, je eno
od osnovnih nacel RME. V tem scenariju naj bi kontekst tovarne koles vzpodbudil dijake,
da formulirajo formule in grafe ter na podlagi tega sklepajo o zakljuckih. Sklepanje vodi
do uvedbe odsekoma definiranih funkcij. Vklju¢imo lahko tudi druga¢ne kontekste (na
primer taksi, hitrost, rojstnodnevna zabava, najem prostora ...) in doseZzemo uporabo
pridobljenega znanja (pri¢akovanih dosezkov) v novih situacijah (za nadaljnjo
institucionalizacijo uporabljenih metod in idej). Pricakujemo, da bodo dijaki ob ucenju
matematike skozi realne zivljenjske uporabe razvijali fleksibilne in uporabne
matemati¢ne vescine.

Scenarij vkljucuje naslednje vidike:
e Realno Zivijenje in gospodarstvo:

o linearno modeliranje (strosek taksija, stroski telefona in interneta, hitrost,
rojstnodnevna zabava, najem prostora ...)

o finan¢no modeliranje (finan¢ni modeli so lahko linearni ali nelinearni, na
primer prihodek podjetja, dobicek, povprecni stroski, inflacija ...)

o uvod v optimizacijo

e Nadaljnje moZnosti: Znanja in vescine povezane s to temo so pomembne na mnogih
podrodjih:

o Linearni pojavi so v znanosti vseprisotni. Poleg tega je linearizacija pogosta
metoda reSevanja nelinearnih problemov, kadar je to mogoce. Pogosto
izraCunavamo linearno regresijo in koeficiente korelacije, zato da
ustvarimo linearni model in da preizkusimo linearnost sklopa podatkov,
tudi kadar ni jasno, da bi podatki izkazovali linearno povezavo.

o Vsak bi moral znati voditi osebne finance in izdelati tabele z evidenco
prihodkov in odhodkov, saj je to klju¢nega pomena za sprejemanje
finan¢nih odlocitev in nacrtovanje. Poleg tega je poslovanje nemogoce brez
finantnega modeliranja.

o Uprave podjetij rutinsko uporabljajo optimizacijo procesov. Linearno
programiranje, ki ga imenujemo tudi linearna optimizacija, je metoda za

BV

stroSek pri nacrtovanju, proizvodnji in transportu) v matematiCcnem
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modelu, kjer so zahteve predstavljene z linearnimi enacbami in
neenacbami. Upravljalci z verigo preskrbe s hrano v podjetju optimizirajo
stroske prevoza izdelkov ali storitev od dobaviteljev do kupcev.

o Naredimo lahko algoritem ali ra¢unalniSki program za reSevanje problema
iz tega scenarija ali tudi SirSega problema.

V tem scenariju dijaki pridobivajo Stevilne preiskovalne vescine, ki so prisotne v
matemati¢nem modeliranju, pretvarjanju podatkov iz realnega Zivljenja v matematic¢ni
jezik, organiziranju podatkov, predstavljanju podatkov, iskanju optimalne vrednosti,
oblikovanju predloga, sodelovanju in komuniciranju. Obseg, v katerem se te veScine
eksplicitno razvijajo, je v veliki meri odvisen od nacina, na katerega ucitelj vkljucuje dijake
v povratno informacijo v fazi potrjevanja, ko dijake povabi, da predstavijo svoje zakljucke.
Razvijanje teh vescin je lahko vkljuceno tudi v fazi formulacije. V nekaterih primerih
uciteljem predlagamo, da dijakom dajo povratno informacijo v naslednjih urah.

Scenarij je lahko del sklopa vec¢ uc¢nih ur na temo linearnih pojavov, finan¢nega
modeliranja in linearne optimizacije.
e Predznanje: za takSen scenarij od dijakov pri¢akujemo poznavanje linearnih
funkcij in linearnih enacb.
e Uvod: kontekst z bogatim odprtim problemom, kot je na primer ta predlagan
zgoraj. V naslednjih ucnih urah lahko uporabimo razliCice zgoraj navedenih
dodatnih problemov.

e Horizontalna matematizacija: kot uvod v razpravo o stroskih se uvede preglednica

stroski. Dijaki oblikujejo prvi neformalni model situacije, kot je na primer

((strosek na kolo - 50 000) - Stevilo let) + cena izgradnje tovarne,

in zaCnejo uporabljati izraze iz podrocja metod matematicne optimizacije »stroski
na kolo«, »doba povrnitve investicije«. Matematizacija tovarniSkega konteksta v
svet matematike ponuja veliko moznosti za nadaljnji razvoj in institucionalizacijo
pricakovanih doseZzkov na podlagi prispevkov dijakov. Dijaki v skupinah poskusajo
poiskati reSitev in predstavijo svoje ugotovitve. Ucitelj vodi razpravo o
podobnostih in razlikah med ugotovitvami, tako da vsi pridejo do konc¢nih
zakljuckov.

o Vertikalna matematizacija: Matematika, ki jo uporabljamo v problemu, se nadalje
razvija. Iskanje sploSne hipoteze ali algoritma za iskanje optimalnih stroskov za
dano preglednico s podatki. Nadalje lahko model naredimo bolj abstrakten ali
sploSen, glejte zgoraj (Predlogi za nadaljnje preiskovanje).

Zakljucek, razmislek in predlogi za nadaljnje delo

Dijak razmiSlja, povezuje ideje in uporablja koncepte in veScine; ucitelj poudari glavne
ideje in koncepte.

V naslednji urilahko podrobneje raziS¢emo, kaj nam zakljucki scenarija povedo o zaCetnih
ugotovitvah v skupinah: Katere ideje so bile koristne? Katere bi lahko izboljsali? Kako
lahko oblikujemo splosno hipotezo ali algoritem za iskanje optimalnih stroSkov za dano
preglednico podatkov? Katere strategije ali nacini dela so vam pomagali priti do
rezultatov?
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MERIA modul »Zavorna pot«

Ucni scenarij

Standardi Zavorna pot je kvadratno odvisna od zacetne hitrosti.

znanja

(pricakovani

doseZzki)

Splosni cilji Kvadratne funkcije in njihov opis s =] e —

konstantnim drugim odvodom
(drugimi diferencami za kvadratno
zaporedje) ali s konstantno padajo¢im
ali narascajoc¢im prvim odvodom
(diferencami za kvadratna zaporedja). ' L8
Racunanje z razlicnimi merskimi e - '
enotami. Organiziranje podatkov. — —
Oblikovanje funkcijske zveze (zapis Predstavitev resitve, Hrvaska.

formule za funkcijsko pravilo). Risanje grafov (kvadratnih) funkcij
brez ali z uporabo racunalnika.

Preiskovalne vesc¢ine: analiziranje podatkov in iskanje vzorcev v
tabelah. Utemeljitev (argumentacija) svojih dognanj pri predstavitvi
(izracuni prevladujejo med samim procesom in dijaki morajo ostalim
povzeti svoj pristop).

Interdisciplinarne vescine: dijaki morajo delati s fizikalnimi
koli¢inami in razumeti, kaj se dogaja (premostitev med razli¢nimi
oznakami in postopki). Pri pisanju porocila so poudarjene
komunikacijske spretnosti. Dijaki razpravljajo tudi o odgovornosti
voznikov in varnosti v prometu.

3 |
i

Potrebno Osnovno znanje funkcij, zveza med konstantno hitrostjo in razdaljo,
matemati¢no | povprecna hitrost, pretvorba iz km/h v m/s (in obratno)
predznanje

Letnik Dijaki, stari 15-16 let (oziroma kadar se uvede kvadratna funkcija)
Trajanje 90 minut, dve Solski uri

Potrebni Izrocki s preglednicami, ki jih je potrebno izpolniti, racunalo,
material racunalnik, milimetrski papir

Problem: Starsi izraZajo zaskrbljenost glede hitrostnih
omejitev v okolici Sol. Skupina neodgovornih voznikov na
drugi strani pojasnjuje, da je skrb odvec¢, saj bodo
pravocasno zavrli. RaziscCite, kako je zavorna pot odvisna od
hitrosti tik pred zacetkom zaviranja. Obvestite Zupana o
posledicah spreminjanja najvisje hitrosti. Svoja priporocila
podprite z reprezentacijami kot recimo tabelami in grafi.
Privzemimo, da hitrost avtomobila ob zaviranju pade za 10 km/h vsake 0,4 sekunde.
Za beleZenje opaZanj in izracunov lahko uporabite preglednico, nato pa ¢im bolje
utemeljite svoj odgovor.
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Faza

Dejavnosti in navodila ucitelja

Dejavnosti in odzivi dijakov

Devolucija
(Prenos)
(didakticna)

10 minut

Ucitelj razdeli dijaki v skupine po
3 ali 4.

Ucitelj predstavi problem in
zagotovi, da dijaki razumejo
predpostavko o konstantno
padajoci hitrosti med zaviranjem.
Predebatira o ideji majhnih
¢asovnih intervalov kjer se lahko
gibanje aproksimira z gibanjem s
konstantno (povprecno)
hitrostjo.

Ucitelj preveri razumevanje
izrazov v tabeli, osnovno zvezo
med hitrostjo, casom in razdaljo,
kako pretvorimo km/h vm/s in
idejo, da lahko dano hitrost 40
km/h nadomestimo z drugac¢nimi
vrednostmi.

Ucitelj pojasni, da imajo dijaki
svobodno izbiro pri uporabi
strategij. Uporabljajo lahko
kakrsno koli tehnologijo.

Ucitelj razdeli izrocke z nalogo.
Dijaki pripravijo kalkulatorje (¢e
nimajo svojih, jim jih priskrbi
ucitelj), racunalnik in milimetrski
papir.

Ucitelj pove, da imajo na voljo 20
minut, da razisScejo, kako se
spreminjata hitrost in razdalja in
da pridejo do nekih zakljuc¢kov o
tem, kakSna je povezava med
njima.

Dijaki poslusajo, se pogovarjajo o
svojih idejah oblikujejo odgovore
na vprasanja.

ReSevanje
(Delovanje)
(adidakti¢na)

20 minut

Ucitelj hodi po razredu in opazuje
delo dijakov brez vmeSavanja s
predlogi ali vprasaniji.

V primeru, da ve¢ skupin za¢ne
novo tabelo za vsako novo
zacCetno hitrost, ucCitelj nacne

Dijaki v skupinah razpravljajo o
strategijah.

[zpolnjujejo tabelo — uporabljajo
kalkulatorje ali IKT za risanje
tock ...
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kratko skupinsko predstavitev,
kako so se posamezne skupine
spopadale s to tezavo. Verjetno
vsaj ena od skupin ugotovi, da
lahko uporabijo predhodne
izracune pri problemu zavorne
poti za druge zacetne hitrosti in
da lahko iz te tabele preberejo
tudi zavorne poti za niZje zaCetne
hitrosti. To se lahko uporabi kot
povratna informacija za preostale
skupine.

Govorijo o natanc¢nosti,
preizkuSajo primere z druga¢no
zacetno hitrostjo ...

Clani skupine lahko uporabijo
razlicne ideje in individualno
izpeljejo resitev.

Dijaki lahko uporabljajo izracune,
grafe ali fizikalna dejstva pri
iskanju zakljuckov:

- Zavorna pot se ne spreminja
konstantno,

- povezava med zacetno hitrostjo
in zavorno potjo ni linearna,

- ob povecanju zacetne hitrosti se
podalj$a tudi zavorna pot, toda ne
proporcionalno.

Nekateri dijaki bodo morda
opazili, da so druge diference
(pribliZno) konstantne in za
izraCun uporabili rekurzivno
metodo.

Formulacija
(Zapis
ugotovitev)
(didakti¢na)

10 minut

Ucitelj z vsako skupino posebej
na kratko razpravlja o njihovih
ugotovitvah (dijaki mu jih na
kratko predstavijo). Zastavi lahko
vprasanja in se pogovori o idejah
z dijaki, Se posebej, Ce se je
skupini med delom zataknilo.

V skupinah, kjer so znotraj
skupine delali z razli¢nimi
strategijami, naj se dijaki (zaradi
pomanjkanja ¢asa) osredotocijo
na eno in jo uporabijo pri
oblikovanju zakljuckov in
predstavljanju idej.

Ucitelj opomni dijake, da je cilj te
aktivnosti, da ugotovijo, kako je
zavorna pot odvisna od hitrosti
tik pred zacetkom zaviranja in da
so na podlagi tega zmozZni dati
ustrezno priporocilo.

Tako so dijaki pozvani, da
pripravijo predstavitev za Zupana
o posledicah spreminjanja

Dijaki na kratko predstavijo svoje
ideje in postavljajo vprasanja.
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najvisje hitrosti in da priporocila
podprejo z reprezentacijami kot
recimo tabelami in grafi.

ReSevanje
(Delovanje) v
kombinaciji s

Ucitelj opazuje.

Dijaki poskusajo posplositi svoje
izraCune in opazanja.
Nekateri bodo morda izbrali

Formulacijo drugacno strategijo za
(Zapisom posplosevanje ali pristop k
ugotovitev) problemu.
(adidaktic¢na) Dijaki pripravljajo predstavitev in
20 minut priporocila za Zupana.
Verifikacija Ucitelj dijakom naroci, naj Dijaki poslus$ajo, zastavljajo
(Potrditev) predstavijo in primerjajo svoje vprasanja in razpravljajo o
(didakti¢na) strategije, in vprasa, zakaj ostalih strategijah in reSitvah.
nekatere strategije ne bodo
25 minut pripeljale do dokaza, da je zveza
kvadratna.
Institucionaliz | Ucitelj izpostavi matemati¢ne Dijaki poslu$ajo in poveZejo svoje
acija podobnosti in razlike med resitve s splosno kvadratno
(Oblikovanje | strategijami dijakov, razloZi, funkcijo.
ustaljenega zakaj nekatere strategije ne
zapisa) pripeljejo do dokaza, Ceprav na
(didakti¢na) grafu izgledajo prepricljivo in s
pomocjo tehnologije mogoce
5 minut dobijo formulo, ki opisuje

kvadratno zvezo.
Ucitelj predstavi splosSen zapis
kvadratne funkcije.

Mozni nacini,
kako lahko
dijaki
doseZejo
standarde
znanja

Dijaki dopolnijo tabelo s podatki (v, d).

Spreme
= . | Prevoze
mba Povpre | Povpre¢ | Casovni
= hitrosti " . na
Cas ¢na na interval .
med . . razdalja
(sekunde) . hitrost | hitrost At
zaviranje (km/h) (m/s) ©) Ad
m (m)
(km/h)
- 1
t=0dot=04 | V=40do 35 175 04 35
v=30 18 9
t=0,4do v=30do 125 25
t=0,8 V=20 25 g 04 5
t=0,8do v=20do 25 15
£=1,2 v=10 15 A 04 5
t=12do v=10do 25 5
t=16 v=0 > 18 04 9
PrevoZena
razdval)a od 80
zaCetka —
zaviranja 9
(m)
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Hitrost tik pred

zaviranjem (km/h) 30 40 50 60 70 80 90 100 | 110

Zavorna pot (m) 5 % £5 20 ﬁ ﬁ 45 @ 6L05
9 9 9 9 9 9

Ali z decimalnimi Stevili, na primer

Hitrost tik pred
zaviranjem (km/h)

30 40 50 60 70 80 90 100

Zavorna pot (m) 5 8,89 | 13,89 20 27,22 | 35,56 45 55,56

Z analizo podatkov lahko dijaki zakljucijo naslednje:
e Zavorna pot je daljsa, kadar je hitrost visja.

: . L . Ad
e Zveza med hitrostjo in zavorno potjo ni linearna (kvocient -

ni konstanten).

e Ce se hitrost podvoji, se zavorna pot podaljsa stirikratno. Ce se
hitrost potroji, se zavorna pot podaljsa devetkratno.

¢ Dijaki lahko nariSejo tocke (v, d) in pridejo do zakljucka, da je
zveza morda kvadratna. Lahko zapiSejo kvadratno funkcijo

d=av?>+bv+c

in dolocijo neznane koeficiente a, b, c z uporabo podatkov iz
tabele in z reSevanjem sistema linearnih enacb. Na ta nacin
bodo dobili pribliZek. Ta strategija ne bo pripeljala do dokaza,
da je zveza kvadratna.

) 20 40 60 80 100 120

- Po zakljucku, da je povezava morda lahko kvadratna, lahko
dijaki uporabijo IKT in poiSCejo kvadratno regresijo. Dobili
bodo pribliZek. Ta strategija ne bo pripeljala do dokaza, da je
zveza kvadratna.

- Na podlagi podatkov iz tabele lahko dijaki posplosijo:
dyo=5-—-04+15->-04+25-—-0,4+35-—-0,4
. 18 18 oo 18 18
d40=;(1+3+5+7)=;-16=—z8,89

9
5
d50:d40+4’5'5'0,4
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dso=2(1+3+5+7+9) =
deo = dso + 55—+ 0,4

ol

.25 =%5z 13,89

5 5
d60=§(1+3+5+7+9+11)=§-36=20

5 5
dy, =§(1+3+---+(2n—1)) =5
Pomemben zakljucek je, da ob opazovanju zavorne poti iS¢emo
trenutek, ko je hitrost enaka 0; torej bomo tolikokrat odsteli

10 od vy, da bomo na koncu dobili 0:
Vo
—1n=0=>n=—
Vo Zn =19
S5 () L2 2
oy =3 (10) = a0 Yo" ¥ 0,0056 v,
V tej formuli uporabijo hitrost v, v km/h in dobijo razdaljo v
metrih.

Dijaki lahko uporabijo racunala in izpolnijo tabelo v decimalnih
Stevilih. Rezultat ne bo eksakten in ne bo enostavno prepoznati
vzorca.

Dijaki lahko uporabijo podatek, da se hitrost zmanjSa za
10 km/h vsake 0,4 sekunde. Izracunajo lahko, da se hitrost
zmanjsSa za 25 km/h vsako sekundo oziroma 6,94 m/s vsako
sekundo, kar pomeni, da je pospesek enak a = 6,94 m/s2. Nato
lahko uporabijo fizikalne formule:
v=v,—at,d =v0t—§t2.
Uporabijo pomembno dejstvo, da ob opazovanju zavorne poti
iSCemo trenutek, ko je hitrost enaka 0. Iz prve formule (v = 0)
izracunajo Cas t = %, kar vstavijo v drugo, da dobijo
— U6 i = 0,072v3.
2a 125 138
V tej formuli uporabijo hitrost v, v m/s in dobijo razdaljo
metrih.
Ce dijaki izratunajo pospesek v km/h?, dobijo a = 90000
km/hZ2. Nato uporabijo hitrost v, v km/h in dobijo razdaljo v
kilometrih
vg vg

= ., oziroma metrih d = —.
180000 180

Dijaki lahko nariSejo v-t graf in izracunajo prevozeno razdaljo
kot ploscino pod grafom:

1 v v
d==-2-v,=-2=0,072v2.
2 a 2a

V tej formuli uporabijo hitrost v, vm/s.
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Sprememba y y Casovni Prevozena
> - . Povprecna Povprecna . .
Cas hitrosti med . . interval razdalja
o hitrost hitrost
(sekunde) zaviranjem (km/h) (m/s) At Ad
(km/h) (s) (m)
t=0dot=0,4 v=40dov=30 35

PrevoZena
razdalja od
zaCetka
zaviranja (m)

Hitrost tik pred zaviranjem
(km/h)

40

Zavorna pot

(m)




Pojasnilo glede materialov za dijake

V zacCetni fazi bodo dijaki dobili preglednici, ki ju je potrebno izpolniti. Cilj je spodbuditi
dijake, da se posvetijo ¢asovnim intervalom 0,4 sekunde, povprecnim hitrostim v teh
intervalih (v km/h in m/s) ter prevoZeni poti v teh intervalih. Dijaki bodo sami ugotovili,
da racunajo dele poti, dokler hitrost ne pade do 0. Stevilo vrstic v tabeli se bo zato
spremenilo in dijaki bodo sami dolocili, koliko vrstic potrebujejo. V drugi tabeli bodo
dijaki zraven predlagane hitrosti 40km/h Se sami izbrali druge morebitne ustrezne
hitrosti. Dijaki bodo tabele uporabljali v fazi reSevanja. Ce izpolnjevanje tabele za razli¢ne
zaCetne hitrosti dijakom vzame preve¢ Ccasa, /
predlagamo izmenjavo podatkov med skupinami.

Dijaki naj bi v tej fazi opazili, da si pri dolocanju

zavorne poti za druge zacetne hitrosti lahko § e

pomagajo s prejSnjimi izracuni in podatke za zavorno | /

pot preberejo iz prejSnje tabele. V primeru, da vec¢ina ! A

skupin uporabi novo tabelo za vsako novo zacetno
hitrost, lahko ucitelj po priblizno 20 minutah
adidakticne faze prosi skupine, da na kratko
predstavijo, kako se spopadajo s tem vpraSanjem.
Predvidoma bo vsaj ena od skupin nasla resitev in to
lahko sluZi kot povratna informacija za vse ostale
skupine. 7
Zarisanje grafov lahko dijaki uporabljajo milimetrski [
papir, karo papir ali ratunalnik. Dijakom, ki so |
uspesno prisli do vsote 1 + 3 + -4+ (2n — 1), lahko | =

kot vizualni pripomocek ponudimo kocke za dokaz
brez besedne razlage.

2 Laddy - k¥

.|_1.’¢———1—‘~—“‘*—’*T
2—40 R ) %0 15 Lo

Variacije na podlagi didakticnih spremenljivk

Med izvajanjem scenarija se moramo drzati predvidenih didakti¢ni in adidakti¢nih faz,
fazo reSevanja pa moramo izpeljati adidakticno. Pomembno je, da izpeljemo fazo
verifikacije, v kateri dijaki ovrednotijo predstavljene reSitve. Nekatere dele scenarija
lahko tudi spremenimo. V tem poglavju bomo predstavili didakti¢ne spremenljivke ali
dele scenarijev, ki jih lahko spremenimo ter tudi okoliSCine, v katerih je potrebno
posredovanje ucitelja.

Didakticno okolje (Milje): Problem lahko predstavimo na razlicne nacine. U¢itelj lahko
problem opiSe, uporabi prezentacijo ali video posnetek. Hitrost 40 km/h je izbrana
nakljuc¢no in jo lahko nadomestimo tudi z drugo, vendar pa zaradi pomembnosti, da dijaki
opazijo pravilo, priporotamo, da uporabimo veckratnik Stevila 10. Padanje hitrosti za
10 km/h vsake 0,4 sekunde smo izbrali zato, ker je to realistiCno, hkrati pa dijakom
omogoca, da opazijo pravilo in se zato naj ne spreminja. Tabeli sta predvideni kot pomo¢
pri urejanju podatkov, vendar pa ne zahtevamo, da ju dijaki uporabljajo, saj lahko pridejo
do splosnih zakljuckov brez racunanja zavorne poti za razlicne hitrosti. Tabeli sta podani
samo deloma, zato morajo dijaki, ki ju uporabljajo, sami dolociti Stevilo vrstic, ki jih
morajo izra¢unati v prvi tabeli, in katere hitrosti je potrebno vkljuciti v drugo.

26



Ucitelj naj v tabeli ne vpisuje dodatnih podatkov, saj tako omogoci dijakom, da razvijajo
spretnosti raziskovanja. Dijake se lahko spodbuja, da za risanje, predstavitve in raCunanje
uporabljajo IKT, vendar pa se lahko scenarij izpelje tudi brez uporabe IKT. U¢itelj lahko
pripravi tudi svoje gradivo za uporabo IKT. Ce se odlo¢i za to moZnost, mora poskrbeti, da
IKT dijakom nudi le pomo¢ pri izracunavanju in predstavljanju podatkov, ne sme pa jih
usmerjati k zakljuckom.

Trajanje posameznih faz lahko prilagodimo glede na dijake, vendar se izogibamo
prevelikim odstopanjem.

Ce med adidakti¢no fazo skupine ne najdejo splosne formule, ki povezuje zavorno pot z
zaCetno hitrostjo, lahko ucitelj zastavi naslednja vprasanja:
e Ali opazite kakSno pravilo med dobljenimi vrednostmi zavorne poti?
e Lahko dobljene vrednosti graficno predstavite? Ali lahko poveZete graficne in
racunske prikaze?
e Kaksna je hitrost vozila, ko se ustavi?
e Ce ste pri izpolnjevanju tabel dolo¢ili zavorno pot za razli¢ne zacetne hitrosti, ali
lahko naredite enako za splosno hitrost v?
e Katere fizikalne formule vam lahko pri tem pomagajo?
e Kako vam lahko pri iskanju formul ali povezav pomaga tehnologija?

Ucitelju ni potrebno poucevati vsake skupine posebej. Zraven tega ni nujno, da s skupino
ostane, dokler ne odgovorijo na zastavljena vprasanja. Ta vprasanja lahko obravnava kot
manjSo devolucijo (prenos) nekega omejenega problema in nato dovoli dijakom, da
adidakti¢no nadaljujejo s fazo resevanja in formulacije. U¢itelj naj ne spodbuja razprave o
nadaljnjih vprasanjih in naj dijakov ne usmerja k odgovorom.
Skupine, ki naletijo na teZave pri dokazovanju formule 1+ 3 + 5+ -+ (2n — 1) = n?,
lahko ucitelj dodatno usmeri:

e zavsako dobljeno vsoto narisite toc¢ko in opazujte;

e oznacite vsoto s S in jo dvakrat zapiSite, vendar v razli¢cnem zaporedju: od prvega

do zadnjega in od zadnjega do prvega.

Ni nujno, da dijaki formulo dokaZejo v adidakticni fazi. Dobro je, ¢e vsaj opazijo, da je
dobljena vsota enaka n?, dokaz pa se nato izvede didakti¢no v fazi verifikacije.
Dijaki bodo zacetne hitrosti dolocali sami. Verjetno bodo izbirali hitrosti 50, 60, 70 ...
km/h. Ce izberejo hitrosti, ki niso vec¢kratniki $tevila 10, bodo imeli ve¢ tezav pri
dolocanju trenutka, ko hitrost postane 0, ker vrednot ne bo veckratnik 0,4s. V tem
primeru bo tezje dolociti pravilo. O izbiri hitrosti se lahko pogovorimo v fazi verifikacije.
Ucenci lahko zavorno pot predstavijo z ulomki ali decimalnimi Stevili. Zapis z decimalnimi
Stevili bo zgolj pribliZen, zato nekaterih pravil ne bo mozno opaziti. O razliki med obema
zapisoma se ravno tako pogovorimo v fazi verifikacije.

V fazi institucionalizacije je pomembno, da se pogovorimo o vecini (ali tudi vseh) strategij,
o katerih smo govorili v razredu, in jih poveZemo med seboj.
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Opazanja iz prakse

V nekaterih skupinah so dijaki delali napake v izraCunih in zato dobili napacne vrednosti
zavornih poti za nekatere zacetne hitrosti. V prvi fazi formulacije lahko ucitelj naroci
ucencem iz razli¢nih skupin, da primerjajo rezultate in popravijo napacne.
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Nekateri dijaki so
predvidevali, da je
odvisnost med hitrostjo in
zavorno potjo linearna. Z
uporabo podatkov iz
tabele so dolocili linearno
funkcijo.
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V nekaterih skupinah so
dijaki poskusali z
risanjem tock, tako da
leZijo na premici ali kot
graf odsekoma linearne
funkcije.

V tem primeru lahko
ucitelj dijake vprasa za
pojasnilo, zakaj mislijo,
da je odvisnost linearna,
ali poznajo kaksne
lastnosti linearne funkcije
in ali lahko katere od teh
lastnosti najdejo v
podatkih. Dijaki bi naj
prisli do zakljucka, da
odvisnost ni linearna, ker
kvocient razlik ni

konstanten.
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V nekaterih skupinah so
pot prikazali na x-osi.

Nekateri dijaki so
uporabili IKT.

Ko so dijak ugotovili, da
odvisnost lahko bila
kvadratna, so prisli do
kvadratne regresije.

bi
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V nekaterih skupinah so
dijaki uporabili ulomke in
dobili vsote zaporednih
lihih Stevil.

Dijaki so prisli do vsot
nekih drugih zaporedij. V
tem primeru naj ucitelj
zakljuci njihovo delo v
fazi institucionalizacije.
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Nekateri dijaki so risali
grafe v-t za razlicne
zacetne hitrosti in
izracunali zavorno pot
kot plos¢ino pod grafom.
V tem primeru naj ucitelj
nadaljuje s to idejo v fazi
institucionalizacije in
narise graf v-t za splosno
hitrost v.
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Av _ S, _  vytv
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W NS o ) ter dobili formulo
AL AR 1 2 — v = 2as (1).
/] N= (s ~o . .
Oz g N “* | Ker je hitrost v za pot,
Zey. w2 =T enako celotni zavorni
X =0 45 poti, enaka 0, sledi
Tz v: .. .
P s=- i kjer je pospesek
| > - 1 ] ‘ . .
=8 ) a vzet z negativnim
predznakom.
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1
: Formulo (1) lahko
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Z uporabo formule (1) bodo dijaki ugotovili kvadratno odvisnost zavorne poti od zacetne
hitrosti avtomobila brez racunanja konkretnih vrednosti. Skupine, ki se lotijo problema
na ta nacin, bodo verjetno pri delu hitrejse kot ostali, zato jih lahko usmerimo k dodatnim
aktivnostim: pregledajo lahko tabeli in se osredotocijo na zahtevane podatke v tabelah
(npr. zakaj je povpre¢na hitrost pomemben podatek?); naro¢imo jim, naj grafi¢no
predstavijo odvisnost zavorne poti od zacCetne hitrosti; pripravijo lahko razlago
pomembnosti hitrostnih omejitev v okolici Sol ali raziS¢ejo odvisnost poti ustavljanja od
zaCetne hitrosti (Predlogi za nadaljnje preiskovanje 1).

Zakljucek

Opazimo lahko, da nekateri dijaki pridejo do zakljuckov z opazovanjem dobljenih
vrednosti, nekateri pa poskusajo opisati, kako je zavorna pot povezana s hitrostjo tik pred
zaviranjem. Glejte spodnjo tabelo:

Vrednosti Odvisnost

Dijaki izra¢unajo zavorno pot za nekaj hitrosti, | Dijaki s pregledom rezultatov

na primer 40km/h in 70km/h, in zakljucijo, da | ugotovijo, da odvisnost ni linearna
je zavorna pot pri 70km/h predolga, zato | (pri visjih hitrostih se sprememba
predlagajo hitrostno omejitev 40km/h. hitrosti odraZa v bistveno vecji
spremembi zavorne poti).

Dijaki izpolnijo tabelo z ve¢ podatki, na primer | Dijaki s pregledom vrednosti v tabeli
Hitrost | o0 | 40 | 0 | 60| 70 80 | 90 | | UBOtOVijo, da bi odv1§nost la_hkg bila
(km/h) kvadratna, ker se pri podvojeni
Zavorna | 5| gg9 | 1389 | 20 | 27.22 | 35.56 | 45 | | hitrosti zavorna pot podalj$a s

pot (m) . . . . .
in ob primerjanju vrednosti dajejo predloge. gaé(g;]/eg 4. (primerjajo 30 km/h in
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Dijaki nariSejo tocke in dajejo predloge glede | Dijaki nariSejo tocke in ugotovijo, da
na poloZzaj tock. bi odvisnost lahko bila kvadratna ter
ool nariSejo graf.
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Dijaki ugotovijo, da je odvisnost
kvadratna in uporabijo IKT za
kvadratno regresijo.

Dijaki ugotovijo, da je odvisnost
kvadratna in uporabijo podatke iz
tabel, da dolocijo koeficiente
kvadratne funkcije.

Dijaki uporabijo argumente, da
dokaZejo, da je odvisnost kvadratna
(glej MozZni nacini, kako lahko dijaki
doseZejo standarde znanja).

Ceprav je ra¢unanje in zbiranje podatkov v tem scenariju pomembno, bi morali dijaki
¢utiti potrebo po nadaljnjem raziskovanju in ugotavljanju odvisnosti. Ce se vsi dijaki
zadovoljijo z odgovori, ki jih pridobijo s pregledom Stevilk, lahko ucitelj v fazi
institucionalizacije razlozi, kaj pomeni »dolociti odvisnost«.

Orodja za evalvacijo
Ob koncu ure ali ob zacetku naslednje ure lahko dijakom zastavimo nekaj nalog:

1. Dva avta se peljeta po cesti. Hitrost enega je trikratnik hitrosti drugega. Bo
zavorna pot hitrejSega vozila trikratnik zavorne poti drugega vozila? Utemeljite
odgovor.

Odgovor: Ne. Zavorna pot je kvadratno odvisna od hitrosti tik pred zaviranjem. Zato
bo zavorna pot hitrejSega vozila devetkratnik zavorne poti drugega vozila.

2. Vozilo se premika s hitrostjo 80 km/h. Do katere hitrosti moramo zmanjsati

hitrost gibanja, da se bo zavorna pot razpolovila?
Odgovor: Hitrost moramo zmanjsati na Cetrtino prvotne hitrosti, torej na 20 km/h.
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Na zavorno pot vpliva zacetna hitrost in tudi vremenski pogoji na cesti. Nekega
dne so izvedli meritev in ugotovili, da se je vozilo, ki se je premikalo s hitrostjo
40 km/h, ustavilo po 10 metrih. Po koliko metrih se bo pri enakih pogojih ustavilo
vozilo, ki se premika s hitrostjo 70 km/h?
Odgovor: Zavorna pot je kvadratno odvisna od zacetne hitrosti, zato sklepamo, da
lahko to odvisnost zapisemo d(vy) = kvg. V tej nalogi bi to pomenilo, da velja
d(40) = 10, zato je k = 5—2 = 1%0. Vozilo, ki se premika s hitrostjo 70 km/h, se bo
0

2

ustavilo po d(70) = % = 30,625 ~ 30,6 m.

Predlogi za nadaljnje preiskovanje

1.

Pot ustavljanja vozila je sestavljena iz dveh delov: reakcijske poti in zavorne poti.
Pot, ki jo vozilo prevozi od trenutka, ko voznik opazi potrebo po zaviranju, do
trenutka, ko dejansko zacne zavirati, imenujemo reakcijska pot. Reakcijski Cas
voznika je 1s in se lahko podaljsa zaradi utrujenosti voznika, bolezni, zaradi
uZzivanja alkohola ali drog. Reakcijski ¢as voznika pod vplivom alkohola (0,5 g/1
alkohola v krvi) je 1,5 s. Predvidevamo, da se v obdobju reakcijskega ¢asa vozilo
premika s konstantno hitrostjo.

Pot, ki jo vozilo prevozi od trenutka zaviranja do trenutka, ko se ustavi,
imenujemo zavorna pot. Zavorna pot je v najvecji meri odvisna od hitrosti pred
zaCetkom zaviranja (tj. zaCetne hitrosti) in pogojev na cesti, lahko pa je odvisna

tudi od stanja vozila. Ce zanemarimo stanje vozila, lahko zavorno pot izracunamo
2

s formulo s = 2:—4“, kjer je v hitrost v kilometrih na uro, p pa je koeficient trenja,

ki je odvisen od pogojev na cesti:

Koeficient trenja u Suho cestisce Mokro cestisce
nov asfalt 0,7-0,8 0,5-0,6

star, umazan asfalt 0,6-0,7 0,25 -10,45
prod, majhno kamenje 0,6-0,7 0,3-0,5

sneg 0,2-0,4

led 0,05-0,1

a) Raziscite, kako je reakcijska pot odvisna od hitrosti pred zaviranjem za
voznika z reakcijskim ¢asom 1 s in za voznika z reakcijskim ¢asom 1,5 s.

b) Ugotovite, kako je zavorna pot odvisna od hitrosti pred zaviranjem za suh
in moker asfalt ter za cestiSce, prekrito s snegom.

c) Ugotovite, kako je pot ustavljanja odvisna od hitrosti pred zaviranjem za
razlicne reakcijske case in razlicne pogoje na cesti.

Koliko diagonal ima Stirikotnik, petkotnik, Sestkotnik in n-kotnik?
Koliko (najvec) kosov pice lahko dobimo, e jo prereZemo dva, tri, Stiri ali n krat?

Enakostranicni trikotnik s stranico dolzine n cm razdelimo na enakostranic¢ne
trikotnike s stranico dolZine 1 cm. Koliko taksnih trikotnikov dobimo?

S pomocjo matematike opiSite pot Zoge v prostih metih pri kosSarki.
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Utemeljitev in pogled na scenarij z vidika RME

Znanje iz scenarija je povezano z vsakodnevnimi izkusnjami z vozili in zaviranjem. Ucenci
ugotovijo, da hitrost pred zaviranjem vpliva na dolZino zavorne poti. Znanja in spretnosti,
povezane s temo kvadratne odvisnosti, se pojavljajo na mnogih podro¢jih.

Preiskovanje je prisotno v vseh fazah scenarija. Dijake je potrebno navaditi na
preiskovanje in jih pogosteje postavljati v situacije, kjer uporabljajo tak nacin dela. Tako
dijaki med razvijanjem matematicnih kompetenc razvijajo tudi preiskovalne veSc¢ine. Med
izvedbo scenarija bodo dijaki tvorili primere, sistemati¢no eksperimentirali, organizirali
podatke, oblikovali hipoteze, iskali in utemeljevali formule, sodelovali in komunicirali.
Preiskovalne vesc¢ine morajo biti vklju¢ene v povratni informaciji v fazi potrditve in
institucionalizacije.

Scenarij je lahko del sklopa ve¢ uc¢nih ur na temo kvadratne odvisnosti in lastnosti
kvadratnih zaporedij in kvadratnih funkcij.

e Predznanje: Za poglavje o kvadratnih odvisnostih se pri¢akuje, da bodo dijaki
razumeli koncept in lastnosti funkcije, Se posebej linearne funkcije, ter koncept in
lastnosti aritmeti¢nega zaporedja.

e Uvod: primer avtomobila, ki zavira, lahko uporabimo kot bogat odprti problem.

e Horizontalna matematizacija: Matematicni jezik uvedemo za opis situacije. Dijaki
naredijo prvi neformalni model situacije - scenarij zavorne poti, uvede se
kvadratna odvisnost.

o Vertikalna matematizacija: Matematika, ki jo uporabljamo v problemu, se nadalje

razvija. Model postane natancnejsi, splosnejsi. Dijaki proucujejo vzorce Stevil in
njihovih vsot.
Dijaki preucujejo kvadratna zaporedja in njihove lastnosti: prve razlike so
linearne, druge pa konstantne. Poleg tega, vsote ¢lenov v linearnih (aritmeti¢nih)
zaporedjih so kvadratna zaporedja. Posplositev - kvadratna funkcija: prvi odvod
je linearen, drugi pa konstanten. Nadalje, integral linearne funkcije je kvadratna
funkcija.
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MERIA modul »Vodnjaki v puscavi — uvod«

Ucni scenarij

Standardi
znanja
(pricakovani
doseZzki)

Delitev ravnine s simetralami parov danih tock v ravnini.

Splosni cilji

Konstrukcija simetrale. Razumevanje karakterizacijo simetrale kot
mnozico tock, ki so od danih dveh toc¢k enako oddaljene. Lastnosti
simetral in njihovih presecisc v trikotnikih in Stirikotnikih in lastnosti
toCk v delih ravnine, ki jih doloc¢ajo simetrale. Uporaba simbolnega
zapisa d(P, X) <d(P, Y).

Preiskovalne vesScine: sistemati¢no preizkuSanje in risanje obmodcij ali
robov obmocij, ki so doloCena z danimi to¢kami (oziroma razdaljami
do danih tock). Jasna predstavitev ugotovitev z odlocitvijo, katere
premice je treba uporabiti.

Interdisciplinarne vescine: dijaki lahko poveZejo ozemeljske probleme
ali konflikte (geografijo) z geometrijskimi nacini predstavljanja in
reSevanja teh problemov. Pri uporabi navigacije za robote se lahko
uporabijo drugi problemi.

V puscavi je nekaj vodnjakov. Dijak mora pobarvati
posamezne dele puscave tako, da je za vsako tocko v
posameznem pobarvanem delu ravnine tisti vodnjak,
ki se nahaja v istem delu pobarvane ravnine, od vseh
ostalih vodnjakov dani tocki najblizji. 2

Potrebno Pitagorov izrek in trikotniSka neenakost (posebej za dokaz).
matemati¢no
predznanje
Letnik Dijaki, stari 15-16 (oziroma kadar se uvedejo simetrale)
Trajanje 40 minut, z interaktivnim programc¢kom 70 minut
Potrebni ucni listi, papir, IKT in MERIA interaktivni programcek:
material https://meria-project.eu/applet/voronoi/voronoi.html
Dodatne strani:
http://alexbeutel.com /webgl/voronoi.html
https://www.desmos.com/calculator/ejatebvup4
Problem

2 Problem in zemljevid pusScave sta bila predstavljena v knjigi »Geometry with Applications and Proofs,
Voronoi Diagrams« avtorjev A. Goddijn, M. Kindt, W. Reuter

36


https://meria-project.eu/applet/voronoi/voronoi.html
http://alexbeutel.com/webgl/voronoi.html
http://alexbeutel.com/webgl/voronoi.html
https://www.desmos.com/calculator/ejatebvup4
https://www.desmos.com/calculator/ejatebvup4

Faza Dejavnosti in navodila ucitelja | Dejavnosti in odzivi dijakov
Devolucija Ucitelj predstavi pojem »delitvene | Dijaki prevzamejo vlogo tocke v
(Prenos) 1 Crte«: recimo, da imata dijaka X in | puS€avi in se z dvigom rok
(didakticna) Y nekaj bonbonov. Bonbon boS$ | opredeljujejo glede najblizjega

vzel od tistega dijaka, ki ti je | vodnjaka. Opazujejo, kako se
5 minut najblizje. Ucitelj izbere dva dijaka | opredeljujejo drugi.

XinY ter ostale dijake vprasa: kdo

je blizje dijaku X in kdo blizje

dijaku Y? Na koncu dvignejo roke

tisti, ki se ne morejo odlociti.
Institucionaliz | Ucitelj povzame Kljucne | Dijaki poslusajo in so zmoZni
acija ugotovitve: problem je ugotoviti, | povezati utemeljitev in zapis s
(Oblikovanje | katere tocke imajo 'isto razdaljo' | svojim delom.
ustaljenega in izziv je, kako najti tak postopek,
zapisa) ki bo omogocal najti vse tocke s to
(didakti¢na) lastnostjo. UCcitelj se z dijaki

dogovori za uporabo oznak (npr.
2 minuti d(A,C)<d(B,C) pomeni, da je tocka

C bliZe tocki A kot tocki B).

To oznako bodo dijaki uporabili v

naslednjem koraku (za

utemeljevanje razdalj).
Devolucija Ucitelj zastavi nov problem: Dijaki poslusajo.
(Prenos) 2 Postavite se nekam v pusScCavo
(didakti¢na) (dijaki dobijo delovne liste in na

listu izberejo tocCko). Poiscite
3 minute vodnjak, ki vam je najblizji.

Poiscite vse tocke, za katere je ta

vodnjak prav tako najblizji.

Razdelite zemljevid v ve¢ obmocij

okrog vodnjakov tako, da za vsak

vodnjak in za vse tocke v danem

obmodju velja, da je ta vodnjak v

tem obmodju njim najblizji.
ReSevanje Ucitelj hodi po razredu. Skupina najprej doloci svoj
(Delovanje) poloZaj v pusScavi in ugotovi,
(adidakticna) kateri vodnjak je najbliZji. Nato

konstruirajo obmocje, ki vsebuje

15 minut vse tocke s to lastnostjo: da je dani

vodnjak njim najblizji. To naredijo
za vsak vodnjak.

Dijaki ugotovijo, da za razdelitev
puscave potrebujejo neko
strategijo (dokaz), saj postanejo
za ve( tocCk stvari bolj zapletene.
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Formulacija

Ucitelj hodi po razredu in

Dijaki v skupinah razpravljajo o

(Zapis ugotavlja, katere ideje so dijaki | tem, kako so razmisljali, kaks$no je
ugotovitev) uporabili in jih povabi k | obmocje z dano zahtevo in kako bi
(didakticna) predstavitvam. to zapisali.
5 minut
Verifikacija Ucitelj nekaj skupin povabi k | Dijaki predstavijo svoje delo.
(Potrditev) predstavitvam njihovega dela (ce
(didakti¢na in | je mozno, k predstavitvi povabi
didakti¢na) skupino, ki je uporabila kroznice z
istim polmerom in skupino, Ki je
5 minut uporabila simetrale).
Institucionaliz | Ucitelj izpostavi temeljni izrek: | Dijaki razumejo predstavljen
acija d(A, P) = d(B, P) velja natanko | zapis, saj se nanasa na njihovo
(Oblikovanje | tedaj, ko tocka P lezi na simetrali. | dejavnost, npr. vse tocke P, za
ustaljenega Voronoijevi diagrami se | katere velja d(A, P) =d(B, P), leZijo
zapisa) konstruirajo s pomocjo simetral | na premici (ta premica se imenuje
(didakticna) in to so osnove za algoritem | premica delitve za tocki A in B).
konstruiranja teh diagramov. Vse tocke P, za katere velja d(A, P)
5 minut Lahko se razpravlja tudi o |< d(B, P), leZijo v obmocju (t. i
definicijah simetrale: »mnoZica | »varnem« obmocju). Razumejo
tock, ki so enako oddaljene od | matemati¢ni problem, ki se je
tock A in B« in »premica, ki poteka | pojavil pri njihovem reSevanju.
skozi razpolovisc¢e daljice AB in je
na daljico AB pravokotna.
Po izbiri: Ali lahko ta izrek
dokaZete? (vsi dijaki ne bodo
videli potrebe po dokazovanju in
jim to ne bo predstavljalo izziva).
Devolucija Za risanje Voronoijevih | Dijaki poslusajo in opazujejo, kako
(Prenos) 3 diagramov je lahko uporabljena |se s  tehnologijo nariSejo
(po izbiri) IKT. Ucitelj prikaZe, kako reSimo | Voronoijevi diagrami. Tudi sami
nalogo z uporabo IKT. Zelijo preizkusiti to tehnologijo in
5 minut Za dve tocki dijake spomni, da | preiskovati, kaj se zgodi, ko

premica z enako razdaljo do dveh
tock razdeli ravnino v dve
obmodji. Nato nadaljuje s tremi
tockami in ugotovi, da obstaja
tocka, ki je enako oddaljena od
danih treh tock. Uporabi lahko
povezavo: https://meria-
project.eu/applet/voronoi/voron
oi.html.

Ucitelj se vrne k izhodis¢nemu
problemu in razisSce, kaj se zgodi v
posameznem primeru. Preigrava
razlicne poloZaje toCk in ugotavlja,

premikajo tocke.
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kaksne =zanimive vzorce dobi.
Lahko na primer raziskuje, kaksne
vzorce dobi, Ce premika 4 tocke.

ReSevanje Ucitelj hodi po razredu in |Dijaki s pomocjo tehnologije
(Delovanje) vzpodbuja dijake k sistematicnem | reSijo zacetni problem in svojo
(adidakti¢cna) | preizkuSanju. Pomaga jim le v | reSitev primerjajo s svojo skico na
primeru, ko imajo tezave z | papirju. RaziScejo, kaj se zgodi v
10 minut uporabo tehnologije. primerih, ko so tocke pravilno
Ce ima ve¢ dijakov isti problem, | razporejene in/ali ko so tocke
ucitelj razloZi vsem skupaj. nepravilno razporejene.
Formulacija Ucitelj prosi dijake, da pripravijo | Dijaki pripravijo dva posnetka
(Zapis predstavitev svojih ugotovitev | zaslonov: enega za reSitev
ugotovitev) (najbolj presenetljivih) in jih | zacetnega problema in drugega za
(adidakti¢cna) | vzpodbudi, da jih tudi utemeljijo | kakSen zanimiv vzorec (povedo
(npr. Kdaj ima tudi, kako so ga dobili). Svoje
5 minut Voronoijev diagram na 4 tockah | ugotovitve poskusijo utemeljiti z
eno tocko, ki je Cetveromeja, tj. | uporabo orodja za risanje kroznic,
tocko, ki meji na 4 obmocja?) zapisom razdalj in uporabo
izrekov (Pitagorovega,
Talesovega ...).
Verifikacija Predstavitve dijakov pomagajo | Dijaki ugotovijo, kakSna je
(Potrditev) pri ugotavljanju tega, kar se | povezava med validacijo in
(didakti¢na in | dogaja v diagramih. Dijaki se ob | formulacijo njihovih ugotovitev.
adidakti¢na) tem bolje seznanijo s formalnimi
zapisi in uporabljajo geometrijsko
5 minut utemeljevanje za razlicne
situacije.
Institucionaliz | SploSne ugotovitve koncepta | Dijaki  ugotovijo, kako so
acija Voronoijevih  diagramov, ki | institucionalizirani  uc¢ni cilji
(Oblikovanje | vsebujejo simetrale, in zanimivi | povezani Z njihovim
ustaljenega primeri in vzorci v teh diagramih. | preiskovanjem v kontekstu
zapisa) pusScave in te ucne cilje usvojijo.
(didakti¢na)
5 minut

MozZni nacini,
kako lahko
dijaki
doseZejo
standarde
znanja

e Nekateri dijaki bodo priceli z risanjem ¢rt med danimi tockami.
Te crte bodo lahko ponekod ukrivljene in ne bo jasno, kje se tri

ali Stiri Crte sekajo.

o Nekateri dijaki bodo risali kroge ali delili ravnino z ukrivljenimi
¢rtami. Ti dijaki morajo ugotoviti, da z risanjem ukrivljenih ¢rt
ne bodo prisli do reSitve, z risanjem krogov pa bodo dobili le
tocke, ki so od danega vodnjaka enako oddaljene, ne bodo pa

nasli meje iskanega obmocja.

e Nekateri dijaki bodo takoj ugotovili, kaj morajo narediti in bodo
priceli z risanjem simetral. Zanje je klju¢no, da ugotovijo, kaj se
zgodi na preseciSCu simetral. Ali se sekajo v eni tocki?
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Pojasnilo glede materialov za dijake

Dijaki za preiskovanje v zacetku dobijo zemljevid puScave z vodnjaki. Ucitelj zemljevid
pripravi za vsako skupino dijakov. Pri tem bi poudarili, da nekateri grafi¢ni elementi na
zemljevidu, npr. ¢rne skale, prikazujejo, da je bil del matematizacije pri prenosu iz realne
pusScave na zemljevid Ze izveden, vendar ne v celoti. V primeru, da dijakov ne Zelite
obremenjevati s temi elementi, jih lahko izbriSete ali pa jih lahko ignorirate. Na voljo je
tudi interaktivni programcek za preiskovanje razli¢nih situacij. Vnaprej preverite, ali
program deluje in razmislite, kako ga boste uporabili kot demonstracijsko sredstvo.
Presodite, kdaj, kako in pri katerem vprasanju/nalogi ga bodo dijaki uporabili.

Variacije na podlagi didakti¢nih spremenljivk

Zacetek: Premislite, kako boste predstavili uvodni problem. Situacijo predstavite na nacin,
da bodo dijaki morali premisliti in bodo nekateri oklevali, preden bodo odgovorili. Po prvi
fazi devolucije (prenosa) ucitelj presodi, ali bo dijakom predstavil formalni zapis za
razdaljo, kar je odvisno od predznanja dijakov.

Didakticno okolje (Milje): Ustvarimo problemsko situacijo s pusc¢avo in vodnjaki. Lahko bi
situacijo predstavili tudi z drugim kontekstom all Z druglm Stevilom Vodn]akov in
njihovim poloZzajem v puscavi. AUSTRIA
Problem lahko podamo tudi z drugimi
besedami: opiSite strategijo, s }

At N\ Kranj

pomocjo katere se boste lahko za ¢im
vec tock v puscavi odlocili, h kateremu
vodnjaku boste $li. Dobra stran tega
problema je, da milje ponuja kriterije, <
po Kkaterih lahko vrednotimo delo
dijakov. Zmagovalna strategija, tj.
strategija, po kateri se odlotamo za
vodnjak za vsako tocko v pusScavi,
razen za tocke na »delitvenih Crtah«je

usklajena s standardi znanja
(priéakovanimi doseiki). Delitev zemUevida Sloveni]"tz,v dfl se]:e z? vsako t'oc“ko m(v).zlno odlocjll'ti,
katero helikoptersko vzletisce je najbliZje. (Nadja Marusic, Slovenija)
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Trajanje posamezne faze se lahko prilagodi glede na delo dijakov.

Med prvo fazo resevanja:
V primeru, da bi vecina dijakov uporabila simetralo in bi se faza reSevanja hitro zakljucila,
velji poudarek namenite dokazu ali preiskovanju z interaktivnim programckom:

e Dijake lahko povabite, da dokazZejo izrek o simetrali in/ali da dokaZejo enakost
med tockami na Voronoijevem robu in tockami na simetrali.

e Pri preiskovanju s programom lahko dijaki nariSejo razli¢ne vzorce, Ceprav lahko
pri tem pridejo do tezkih primerov z vidika potrditve in institucionalizacije
matematic¢nih idej. V tem primeru predlagamo, da dijakom zastavite jasna
vprasanja: Preiskujte situacijo za 4 tocke (Koliko razli¢nih vzorcev lahko najdete?
Kdaj se vse simetrale sekajo v eni tocki?). Vzpodbudite jih, da najdejo kriterij in/ali
dokaz za svoje ugotovitve.
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Ce kdo od dijakov nima ustreznega predznanja, da bi napredoval pri nalogi, mu ucitelj
pomaga s podpornimi vprasanji: Kako je ta problem povezan z uvodnim problemom (prva
faza devolucije)? Kako je deljenje med dvema tockama povezano z uvodnim problemom?
Kako se odlocite, ¢e imate dve tocki? Zakaj? Ce vedina dijakov zna resiti nalogo, ta
vprasanja zastavimo samo dijakom, ki ne znajo sami naprej. U¢itelj naj ne predava vsaki
skupini posebej. Se ve¢, ni potrebno, da bi ucitelj ostal pri skupini, dokler ta ne pride do
odgovora. Na to glejte kot na manjsSo devolucijo omejenega problema in dijake pustite, da
redujejo naprej. Ne zastavljajte jim dodatnih vprasanj in jim ne dajajte namigov. Ce pa si
vecCina dijakov v razredu mora pomagati z dodatnimi vprasanji, se ta faza skrajsa in ucitelj
z vprasanji frontalno pomaga vsem skupaj. Taka situacija je navadno signal, da je je bil
problem za dijake pretezak ali pa ni bil zastavljen dovolj jasno, cemur bi se morali izogniti.

V primeru, da nobena skupina ne uporabi simetrale, se o prej navedenih vprasanjih
pogovorite plenarno (namesto posebej z vsako skupino).

Opazanja iz prakse
Pri reSevanju so dijaki uporabili naslednje pristope:

Dijaki zacnejo okrog
vodnjakov risati kroge.
Nato tocke poveZejo in
narisejo simetrale. TezZko
je videti, katero podrocje
ustreza posameznemu
vodnjaku in ni povsem
jasno, kaj se zgodi tam,

Legend

=]

®
—

ey

= Dry grass
Well
= Rocks

= 4km

kjer se simetrale sekajo
(oz. naj bi se sekale).

®— _

Black rocks

%

®,

Legend

—

®
—

Dry grass

Well

Rocks

= 4km

Tudi v tem primeru dijaki
zacnejo z risanjem
krogov, nato pa narisejo
Crtkane Crte in poiscejo
razpolovisca. KaZe, da
nadaljujejo s krogi, ki se
dotikajo v razpoloviscih in
nato narisejo (nekaj)
simetral.
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'Y Dijallfi ‘pov'ezejo tocke in ‘
narisejo simetrale. Ker pri
risanju niso dovolj
natancni, se trojice

simetral, ki bi se morale
sekati v eni toCki, ne

Black rocks

®, sekajo. Pojavi se
Legend vprasanje, kaj narediti s
3 - Drygrass trikotnimi obmocdji, ki se
® vl pojavijo.
— Rocks
—————— 4km
. Dijaki narisejo neke
| . .
simetrale, vendar niso
dovolj natancni (npr.
. 4 || | simetrala med tockama 2
in 5 je preblizu tocki 2).
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® Well
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e 4km
o] Resitev je popolna, vendar
ni jasna pot do nje.
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Pri opazovanju dela dijakov smo ugotovili, da so njihovi doseZki na Stirih nivojih:

1.
2.

PribliZno risanje (ukrivljenih) ¢rt.

Uporaba nekaterih matematic¢nih pravil (krogi ali razpolovisca), ki ne pripeljejo do
strategije za celotno obmocje.

Uporaba simetral brez natancne konstrukcije ali ne za vse simetrale z nekaj
odstopaniji.

Narisane vse simetrale in pravilno doloCena obmocja, ki pripadajo posameznim
vodnjakom.

Glede na to, katere strategije so dijaki uporabili in predstavili v razredu, se ucitelj odloci,
kako bo izpeljal fazo potrditve in institucionalizacije. Pomembno je, da je faza
institucionalizacije izpeljana na osnovi dela dijakov in ugotovitev, do katerih je priSla
vecina dijakov. Ob tem ucitelj vseeno vzpodbudi dijake, da najdejo nacine za izboljSanje
manj uCinkovitih strategij. UCitelj povabi dijake, da predstavijo svoje razlicne strategije in
reSitve, pri tem pa celotnemu razredu zastavlja vprasanja: V ¢em se predstavljene
strategije razlikujejo in v ¢em so si podobne? Kako jih izboljsati in potrditi? Kako bi opisali
splo$no strategijo, za katero se vsi dijaki strinjajo?
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MozZne ideje za institucionalizacijo:

»Delitvena Crta« med danima dvema tockama je simetrala daljice, ki povezuje ti
dve tocki.

Simetrale za primer danih treh tock se sekajo v eni tocki (izjema je primer, ko so
dane tri tocke kolinearne).

Orodja za evalvacijo
Ob koncu ure ali ¢im prej v eni od naslednjih ur lahko uditelj znanje, ki so ga dijaki
pridobili, preveri z naslednjimi nalogami:

1.

Dijaki dobijo situacijo s tremi tockami in »delitvenimi ¢rtami« ter dodatno Cetrto
tocCko. Njihova naloga je, da rekonstruirajo delitev ravnine.

Dijaki dobijo situacijo s tremi tockami in »delitvenimi ¢rtami«. Njihova naloga je,
da ustvarijo situacijo s Cetrto to¢ko na nacin, da rezultat nima niti ene ali dveh
izoliranih celic. Ce kateri od zahtev ni mogoce ugoditi, naj to utemeljijo.

Dijaki naj opiSejo in ilustrirajo, kako nacrtati razdelitev ravnine za dane tocke.

Dijaki naj raziS¢ejo Voronoijev diagram s tremi tockami z interaktivnim
programckom. Pojasnijo naj, zakaj skoraj vedno vidijo »tri ozemeljske tocke«.

Predlogi za nadaljnje preiskovanje »delitvenih €rt«

Vec preiskovanj, ki se nanasajo na enako razdaljo med objekti, je povezanih z delitvijo
obmocdja na morju in navigacijo robota, npr. najti je treba optimalno pot robota za varno
premikanje ali kako se gibati po morju, da se izognete radarjem ali strelnemu orozju.

1.

Robot se giblje po stanovanju. Kaksne je njegova optimalna pot? Kako robot doloci

optimalno pot po stanovanju?

46



Mathematics Education -
Relevant, Interesting and Applicable .

2. V Kitajskem morju se nahaja precej otokov, ki so vpleteni v ozemeljski spor. Kako
narisati meje na morju, da bi bilo jasno, kateri del morja pripada posamezni drzavi?
(To je pomembno tudi zaradi razpolaganja z naravnimi viri.)

3. Kikladi so skupina otokov v Egejskem morju. Njihovo obmocje je razdeljeno na
devet enot v Juzni Egejski regiji glede na najvecje otoke Andros, Kea-Kythnos,
Milos, Mikonos, Naxos, Paros, Thira, Siros in Tinos. Kako bi na spodnji sliki razdelili
morje z otoki?
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4. Na naslednji sliki je ozemeljska delitev Severnega morja. OpiSite, kako bi
utemeljili moZno delitev morja med pripadajoce drzave.

200 15%W 10 S a# S°E 10*E 15%E 20°E 259E
1 | L 1 1 1 1 L L L

357N

457N

Projectie: Europe Lambert Conformal Conic - ED 1950 — K

Utemeljitev in pogled na scenarij z vidika RME

Pomembnost in uporabnost
Dotaknili se bomo treh vidikov:
e Realno Zivljenje: ta kontekst povezuje izkusnje dijakov z deljenjem ozemlja v regije
in s pojmom »biti najblizji«. Koncept Voronoijevih diagramov se uporablja v
razli¢nih kontekstih, ki so dijakom blizu, na primer pri nogometu:
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Podrocje dela: Voronoijevi diagrami so zelo pomemben koncept v razlicnih
disciplinah, kot so biologija (modeliranje strukture celice), hidrologija (ra¢unanje
padavin za posamezno obmocje), ekologija (vzorci rasti gozda), kemija (poloZaj
jedra v molekuli) in ra¢unalnistvo (prostorsko nac¢rtovanje in nadzor robotov).
Nadaljnje moznosti: Kot naravno nadaljevanje scenarija bi dijaki lahko dokazali, da
tocka lezi na simetrali daljice AB natanko tedaj, ko je enako oddaljena od tocke A
in tocke B (leZi torej na Voronoijevem robu). Prav tako bi dijaki lahko preiskovali
razlicne probleme z deljenjem zemljevidov in iskanjem optimalne poti za
krmiljenje robota. Dodatna smer preiskovanja je tudi preiskovanje tetivnih
Stirikotnikov in drugih geometrijskih izrekov, ki temeljijo na simetralah (npr. ali
lahko nacrtamo trikotnik, ¢e so dane tri sekajoce simetrale?). Ucitelj bi lahko
uporabil tudi scenarij Vodnjaki v puscavi-parabola.

Dijaki preiskujejo situacije iz realnega Zivljenja in pri tem preizkusajo ter primerjajo
razlicne strategije. Njihova reSitev je podprta z vizualizacijo in konceptom simetrale. Da
bi dijaki ugotovili, katera strategija je najbolj u¢inkovita, morajo dobro razumeti kontekst
naloge in uspesno uporabljati geometrijski jezik in pojme.

Dijake vzpodbujamo, da poloZaj tock kriticno reflektirajo in da utemeljijo svoje ugotovitve
za situacije, Kjer se seka tri ali veC simetral. Na koncu morajo dijaki svoje rezultate jasno
predstaviti in ustrezno sporociti svoje strategije.

Ta scenarij predstavlja naravni uvod v obravnavo »delitvenih ¢rt« za razlicne
geometrijske primere ali v obravnavo bolj tradicionalnih tem, ki so povezane s
simetralami, trikotniki, tetivnimi Stirikotniki, ipd.

Predznanje: Da bi dijaki lahko preiskovali problem in razdelili ravnino v obmocja,
morajo do neke mere znati nacrtovati s Sestilom in ravnilom. Za dokaz morajo
poznati trikotniSko neenakost za razdalje. Za dokaz in za primerjavo strategij
morajo biti sposobni abstraktnega razmisljanja.

Horizontalna matematizacija: Ta scenarij dijake povabi v matematicno
modeliranje problema v kontekstu. Pri reSevanju morajo dijaki prepoznati, kateri
podatki so za reSitev pomembni (npr. opaziti morajo, da so ¢rne skale, suha trava
in dejanske razdalje za reSevanje nepomembni). Prepoznati morajo, da za reSitev
potrebujejo matematicne pojme, kot so tocke, premice, razdalje, blize-dlje,
simetrale in delitev ravnine. Prav tako se moramo zavedati, da se pri vstopu v
matemati¢no modeliranje v tem primeru pri dijakih lahko pojavijo nova vprasanja
in izzivi.

Vertikalna matematizacija: Delo, ki ga dijaki opravijo na tem problemu, predstavlja
vstopno tocko za nadaljnje matematicno preiskovanje. Glede na interes in znanje
dijakov je eden od izzivov, s katerim se lahko ukvarjamo v nadaljevanju, dokaz
trditve, da tocke, ki so enako oddaljene od danih dveh tock, leZijo na simetrali. Ob
tem razmisljajo tudi o konstrukciji simetrale.

Nadalje se vzpostavi potreba po preiskovanju vzorcev, ki nastanejo pri treh tockah.
Izgleda, da se v tem primeru simetrale sekajo v eni tocki. Pri Stirih toCkah se
pojavijo Se dodatni vzorci. Te razmisleke lahko ucitelj poveZe s temami v u¢beniku,
ki se nanaSajo na izrek o simetralah trikotnika in nadaljnje geometrijsko
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preiskovanje, npr. sredi$¢e ocrtane kroznice ali tetivni veckotniki. Se druga
moZznost za nadaljnje ure je pojem »delitvenih Crt« za preiskovanje definicije in
lastnosti parabole (glejte MERIA scenarij Vodnjaki v pu$¢avi-parabola).

Zakljucek

Ta scenarij ponazarja, kako lahko problem delitve puscave, ki je bogat in dijakom blizu,
uporabimo, da od besede »najblizZji« pridemo do strategij reSevanja in reprezentacij kot
koncentri¢ni krogi, razpoloviS¢a in »delitvene Crte«. Na teh elementih skozi proces
horizontalne in vertikalne matematizacije gradimo matematiko simetral in delitve
ravnine. Ce se dijaki teh pojmov uéijo preko uporabe v realnem problemu, bodo laZje
prepoznali njihovo uporabo tudi v drugih situacijah.
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MERIA modul »Zaposlitveni oglas«

Ucni scenarij

Standardi
znanja
(pricakovani
doseZzki)

Izracunati in razlikovati med razlicnimi merami osredinjenosti
podatkov (aritmeti¢na sredina, modus, mediana). Sprejeti odlocitev na
podlagi izracunanih vrednosti.

Splosni cilji

Analiziranje podatkov. Risanje histogramov in ostalih grafi¢nih
predstavitev, kakor tudi racunanje statisticnih mer z ali brez uporabe
IKT. Razumevanje problemov in napac¢nih predstav, ki se pojavijo v
statistiki.

Preiskovalne vesc¢ine: sprejemanje in vrednotenje odlocitev na podlagi
argumentov, primerjava razlicnih  nacinov  utemeljevanja,
interpretiranje podatkov in oblikovanje sklepov.

Interdisciplinarne vescine: povezovanje statisticnih problemov z
vsakodnevnimi situacijami in situacijami v ekonomiji. Dijaki se naucijo

ceniti uporabo matematiCnega utemeljevanja pri sprejemanju
odlocitev.

Potrebno RacCunanje aritmeti¢ne sredine. Poznavanje pojma povprecje. Osnovne

matemati¢no | veScine uporabe racunalnika: ravnanje z Excelovimi (ali primerljivimi)

predznanje preglednicami (npr. Google Sheets, OpenOffice); uporaba osnovnih
funkcij za izrac¢un vsote in povprecja; graficna predstavitev podatkov
(histogrami, razsevni diagrami, grafikoni kvantilov - Skatla z brki)

Letnik Katerikoli srednjesolski (kadarkoli je uvedena aritmeti¢na sredina)

Trajanje 45 minut (lahko se raz$iri na 90 minut)

Potrebni Racunalnik, primerna programska oprema (Excel, Google Sheets,

material OpenOffice, GeoGebra ...). MnoZica podatkov, ki jo bomo v nadaljevanju
poimenovali »placne liste«. Podatki so dodani v datoteki
MERIA_zaposlitveni_oglas.xlsx.

Problem

Podjetja iSCejo nove zaposlene. V oglasu iskalcem
zaposlitve ponujajo moznost dohodka v podjetju in
zapiSejo, kakSna je povprecna mesecna placa v
podjetju. V dodatku so zapisane placne liste treh

podjetij.

V katerem izmed treh podjetij bi iskali zaposlitev?
RazloZite in matematicno utemeljite razloge za
svojo odlocitev.

Razmislite naslednje: Katera placa razdeli zaposlene v dve skupini enakih velikosti?
Katera placa bi najbolje opisala celotno placno listo?

51




Faza Dejavnosti in navodila ucitelja | Dejavnosti in odzivi dijakov
Devolucija Ucitelj predstavi problem in Dijaki poslusajo in sprasujejo.
(Prenos) dijakom posreduje povezavo do
(didakticna) Excel datoteke s podatki (tremi
pla¢nimi listami). Predlaga
5 minut uporabo tehnologije (orodja za
obdelavo in prikaz podatkov) pri
sprejemanju odlocitve.
Dijake razdeli v skupine po dva
ali tri.
ReSevanje Ucitelj opazuje delo razli¢nih Dijaki se v skupinah dogovorijo,
(Delovanje) skupin in pomaga v primeru kak$no tehnologijo bodo izbrali,
(adidakti¢cna) | tehnic¢nih teZav (ne pri tezavah z | kakSno je matemati¢no ozadje in
uporabo programa). kako se bodo organizirali.
20 minut Zabelezi si, kakSne razli¢ne
strategije so ubrali dijaki.
Formulacija Ucitelj prosi dijake, naj Dijaki uredijo in povzamejo svoje
(Zapis organizirajo svoje zapiske in delo.
ugotovitev) zapiSejo svojo odlocitev.
(adidakti¢na)
5 minut
Verifikacija Ucitelj izbere nekaj dijakov, ki Dijaki na kratko razloZijo, kaj so
(Potrditev) kratko predstavijo svoje resitve - | poceli. Ostali dijaki poslusajo in
(didakti¢na / | odlocitve. Izbere skupine z razpravljajo.
adidakticna) | razlicnimi strategijami.
10 minut
Institucionaliz | Ucitelj povzame delo Studentov in | Dijaki posluSajo in sprasujejo.
acija posploSi: Kako izbrati vrednost,
(Oblikovanje | ki najbolje opiSe dan seznam
ustaljenega Stevil?
zapisa) Definira mere osredinjenosti
(didakticna) podatkov - aritmeti¢no sredino,
mediano in modus in pove, kako
5 minut se jih doloci.

Povzame vpliv podatkov na
aritmeti¢no sredino, mediano (in
modus) ter prednosti in slabosti
vsake od teh mer.

Jasno poudari, da ta situacija
nima enoli¢nega odgovora,
temvec razlicne informacije, ki jih
vsaka od mer poda.
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Mozni nacini,
kako lahko
dijaki
doseZejo
standarde
znanja

e Aritmetic¢na sredina in mediana:

o Nekateri dijaki morda takoj vedo, kaj storiti. Zato graficno
predstavijo podatke na znane nacine in uporabijo orodja za
analizo podatkov, da izracunajo aritmeti¢no sredino in
mediano za vsako plac¢no listo. Primerjali bodo placne liste
in opazili, kako osamelci (veliki podatki) vplivajo na
aritmeti¢no sredino (in mogocCe mediano). Tako se bodo
odlocili, katero podjetje izbrati.

Podjetje A Podjetje B Podjetje C
Arit. sredina 4939,98 5138,04 4992,6
Mediana 4774,5 5241 2293,5
Razpon 13038 2826 28394
Minimum 1500 3165 1593
Maksimum 14538 5991 29987

o Nekateri dijaki bodo opazovali placne liste, uredili podatke
po velikosti in odkrili kako sami poiskati vrednost na sredini
podatkov (mediano). Ti dijaki bodo v tabelah urejenih
podatkov opazili, Se posebej pri placni listi C, da je nekaj
podatkov bistveno vecjih od ostalih, in raziskovali, kaj se
zgodi z aritmeti¢no sredino in mediano, e te podatke
izkljucijo. Kot posledico bodo ugotovili, kakSne so prednosti
in slabosti obeh mer.

o Nekateri dijaki bodo podatke le graficno predstavili in
sprejeli zakljucke glede na grafe. Ti dijaki bodo lahko
uporabili grafikone kvantilov (»Skatle z brki«), iz katerih
lahko preberejo vse podatke, ki jih potrebujejo (aritmeti¢no
sredino in mediano). Na podlagi tega bodo sprejeli
odlocitev. Poleg tega bodo v grafikonu kvantilov enostavno
opazili osamelce. Ugotovili bodo, kako osamelci vplivajo na
aritmeti¢no sredino in mediano.

0 5000 10000 15000 20000 25000 3000(¢
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o Nekateri dijaki bodo narisali histograme in opazili
osamelce. Iz histogramov bodo opazili vpliv na osamelcev
na srednje vrednosti.
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Modus: Da bi dijaki dolocili modus, jih lahko ucitelj spodbudi, da
podatke zaokroZijo ali razdelijo v razrede. Potem lahko nove
podatke grafi¢no predstavijo na nacin, ki je primeren za frekvenc¢ne
razrede (npr. histogram). Nato poracunajo modus za vse placne
liste (ali ga preberejo iz na primer histograma). S tem lahko
podprejo svojo odlocitev o tem, katero podjetje izbrati, ne glede na
to, katero metodo so uporabili za izracun aritmeti¢ne sredine in
mediane.

Pojasnilo glede materialov za dijake

Dijaki dobijo mnoZico podatkov (placne liste), natancneje tri sezname mesecnih plac¢ za
50 zaposlenih in izracunano povprec¢no placo. Podatki niso urejeni. Od dijakov
pricakujemo, da si bodo podatke uredili po velikosti in narisali nekaj grafi¢cnih prikazov.

Da bi bila naloga dijakom bolj zanimiva, lahko damo podjetjem zanimiva imena ali pa
nalogo predstavimo v obliki ¢asopisnega oglasa treh podjetij.
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Variacije na podlagi didakticnih spremenljivk
MnoZico podatkov lahko dijakom podamo v digitalni obliki ali oboje, v digitalni in papirni
obliki. Podatke na papirju lahko uporabimo pri predstavitvi problema in iskanju prvih
zamisli za reSevanje, vendar je uporaba tehnologije v tem scenariju nujna.
Odloc¢amo se lahko pri organizaciji dela v razredu: delo v parih ali v skupinah, sestavljenih
iz treh dijakov. Vecjih skupin dijakov ne priporo¢amo zaradi dela z racunalnikom.
Spreminjamo lahko trajanje izvedbe v fazah reSevanja in formulacije, vendar naj
spremembe ne bodo prevelike.
Zaradi doseganja standardov znanja (pricakovanih doseZzkov) ne priporo¢amo
spremembe mnoZzice podatkov (placnih list).
Ce imajo dijaki teZave z uporabo Excela ali drugega programa, s katerim naj bi po velikosti
uredili podatke in z njimi upravljali, lahko podatke vnaprej uredimo po velikosti. Druga
moZnost je, da pred zacetkom scenarija naredimo kratek uvod v uporabo Excela (ali
drugega programa, ki ga bodo uporabljali).
Ce dijaki Ze poznajo mere osredinjenosti podatkov, lahko standarde znanja (pri¢akovane
dosezke) razsirimo z:

e Uvod v mere razprsenosti (variance)

e Kvantilj, ki so zajeti v merah razprSenosti

e (Grafi¢ne predstavitve (Skatlasti diagram)

Opazanja iz prakse
Dijaki so po velikosti razvrstili podatke in jih graficno predstavili na razli¢ne nacine:

Podjetje A B 40000
20000 10000 20000
mm |
0 (O ] 0
1 61116212631364146 1 61116212631364146 1 7 13192531374349

Abscisna os x predstavlja zaposlene, ordinatna os y pa placo.

Tudi pri drugih grafi¢nih predstavitvah podatkov vodoravna os predstavlja zaposlene in
navpicna os place. Tako usmeritev za graf predlaga Excel in tak graf nam da informacije o
razliki med podjetji:

Graf plac v podjetju A
jasno kaZe eno ekstremno
vrednost.
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Podoben grafv podjetju B
kaZe bolj enakomerno
razporeditev z nekaj
nizjimi placami. Eden
izmed dijakov je izbral to
podjetje za prvo sluZbo,
saj Ze na zacetku zasluZis
kar nekaj denarja.

Graf'v podjetju C kaZe na
veliko Stevilo nizkih plac,
nekaj visjih in eno
ekstremno vrednost.
Ambiciozen dijak se je
odlo’il, da bi se pridruZil
temu podjetju.

Ta dijakinja je Ze imela
3 nekaj izkusenj z analizo
podatkov. Podatke v
vsakem podjetju je
razvrstila v razrede in za
predstavitev uporabila
histogram. Poleg tega je
za prikaz uporabila
Skatlasti diagram, s
— pomocjo katerega se je
odlocila.
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Ko smo dijake prosili, naj zapiSejo svoje ugotovitve, ki so rezultat izracunov razli¢nih mer
osredinjenosti podatkov, so dobili razli¢ne Stevilske rezultate:

0dllli s e h R Dijaki so med podatki
& poiskali placo, ki je
7165 . o AT
najbliZja povprecni placi,
in ta placa je zdaj
predstavnik za mnoZico

J%ﬁ&% WQ;V\ 7-&.);\ X l podatkov. Za njih je
najboljsa izbira podjetje

LCUMO"*:I’;& /)/a.(\(-/\

—A S0k - ,40{}_ — LS B, ker je najniZja placa v
i K I tem podjetju najvisja med
oy § 160 > danimi podjetji.
=29 €
PouprelnoL plada: Dijaki si izpisejo dane
e _ povprecne vrednosti in se
PODIETIE A U0 € odlo¢ijo za podjetje B, ker
1 : , se place v tem podjetju
_?O D;JETTJE B 5138 é najmanyj razlikujejo od
PODiETIE ©° 4992 € povpredja.

Ki¢ i g zapozui ]
N P@dg.&*\j\i B

2a%a} 1

fer :\e W‘\Qﬁ_3 odsiuhanion ot Poup(eéne piace |
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Dijaki so poudarili place,
ki delijo seznam na dva
enaka dela in poiskali
mediano z uporabo
Excela. Izbrali so podjetje
B, ker ima najvisjo
povprecno placo in
najvisjo mediano.

Ucitelj je razli¢ne izracune in zamisli zapisal na tablo in zapise uporabil za primerjavo in

razpravo:

Orodja za evalvacijo

1. Dolocite aritmeti¢no sredino, mediano in modus naslednje mnoZzice podatkov:
a)4,4,4,5,6,6,20

Odgovor:

a) Aritmeticna sredina = 7, Mediana = 5, Modus = 4
b) Aritmeticna sredina = 7, Mediana = 4.5, Modus = 4

b) 4,4, 4,5,6,19

2. Vnekem podjetju imajo vsi zaposleni enako placo, razen direktorja, ki zasluZi deset
krat toliko. Katera bi bila primerna mera osredinjenosti podatkov? Utemeljite svoj

odgovor.

Odgovor: Mediana, saj ima osamelec (visoka placa) velik vpliv na aritmeticno

sredino.
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3. V tabeli so rezultati testa za 45 dijakov (od 100 dijakov).

59 32 81 70 71 72 83 92 95
61 69 59 91 84 73 74 66 77
70 67 65 58 59 78 93 95 50
62 67 92 65 54 90 92 79 62
75 83 98 71 83 67 59 46 64

a) Poiscite aritmeti¢no sredino, mediano in modus teh meritev.

b) Ali mediana pravilno predstavlja to mnoZzico podatkov? RazloZite.

c) Vas rezultat je 58. Katero mero boste uporabili za primerjavo, ko boste svoj
rezultat povedali svojim starSem?

Odgovor:

a) Modus: 59, Mediana: 71, Aritmeti¢na sredina: 72,3

b) Mediana je dobra mera, ¢e reCemo, da je 32 tock osamelcev.

¢) Modus je najboljsa mera, ¢e Zelimo predstaviti, da rezultat ni dalec¢ od sredine.

4. Izbrati morate kraj, kjer boste preZiveli poletne pocitnice. Edini podatki, ki jih
imate, so mere osredinjenosti podatkov za dnevne temperature v 90 dneh poletja.
Temperaturo merimo v stopinjah Celzija ob poldnevu:

A B C
Arit. sredina 32,5 32 33
Mediana 26 32 26
Modus 20 31 26

Kaj vam ta Stevila povedo o podnebju na vsaki od treh lokacij?

Predlogi za nadaljnje preiskovanje

V nadaljnji nalogi bi lahko ponovili podobne aktivnosti v drugem kontekstu: Podatki so
seznam dijaskih ocen. Katere mere osredinjenosti podatkov bolje opisujejo njihove
ocene?

Drugacna aktivnost se lahko usmeri v predstavitve podatkov, kot so grafi, Skatlasti
diagram in histogrami, ter lahko vsebujejo pojme razprsSenosti.

Podatki so lahko predstavljeni v grafi¢ni obliki namesto v obliki tabele neobdelanih
podatkov, naloga pa ostane enaka nalogi iz tega scenarija.

Dijake lahko prosimo, naj poiScejo situacije, v katerih aritmeti¢na sredina, modus ali
mediana najbolje predstavlja sredino podatkov.

Primeri
1. Odlociti se morate, kako boste odsli v Solo: z avtobusom, z vlakom ali s kolesom.
Nasli ste podatke o javnem prevozu v vaSem mestu. Nekatere podatke o casih
potovanja od doma do Sole v minutah (zaokroZene na cele minute) ste zapisali
glede na lastne dnevne izku$nje. Imate sreco, va§ dom in vasa Sola sta blizu
avtobusne in ZelezniSke postaje. Podatki so osnovani na meritvabh, ki ste jih zbirali
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12 mesecev. Zraven teh podatkov lahko upoStevate tudi druge spremenljivke.
Odlocite se o svojem prevozu in odloCitev utemeljite.

Avtobus Vlak Kolo
Arit. sredina 20 12 19
Ponedeljek | Mediana 14 13 19
Modus 15 12 19
Arit. sredina 19 18 19
Torek Mediana 13 12 18
Modus 14 13 18
Arit. sredina 18 12 18
Sreda Mediana 12 13 17
Modus 14 12 18
Arit. sredina 19 14 18
Cetrtek Mediana 12 12 18
Modus 15 13 18
Arit. sredina 24 19 20
Petek Mediana 20 14 19
Modus 19 15 20

Dijaki naj se pogovorijo o stanju glede na lastna staliS¢a. Na primer, recejo, da bi se
vsak dan, razen v petek, peljali z avtobusom; ali da je odloc¢itev odvisna od letnega
Casa. Poleg tega lahko pricakujejo, da avtobusi vozijo pogosteje od vlakov, na kolo
pa sploh ni treba ¢akati. UpoStevajo lahko tudi cene vozovnic.

2. Spodnji graf orisuje Stevilo dijakov, ki doseZejo dolo¢eno oceno.

16

12

Number of students

Grade

a) Katero mero osredinjenosti podatkov lahko enostavno dolocite le s pomocjo
grafa?

b) Dolocite vrednosti vseh mer osredinjenosti podatkov in utemeljite svoj
postopek.

c) OpiSite in komentirajte rezultate testa s pomocjo vrednosti mer osredinjenosti
podatkov.

61



Utemeljitev in pogled na scenarij z vidika RME

V tem scenariju mere osredinjenosti podatkov nastopijo pri raziskovanju in organiziranju
poskusnih podatkov o placnih listah.

Ucenje iz in v uporabi omogoci dijakom, da bolje vidijo, kako lahko uporabijo svoje
statisticno znanje in veS$cine. Scenarij pripomore k sposobnosti presoje statisticnih
rezultatov in njihove kriticne interpretacije.

Nadaljnje u¢ne ure lahko nadgrajujejo mere osredinjenosti podatkov v drugih okoljih in
vkljuCujejo mere razprSenosti in graficne predstavitve, kot so Skatlasti diagrami in
histogrami.

Kdaj in kako uporabiti znanje je Se posebno pomembno v statistiki, saj statistiko
uporabljamo na mnogih podroc¢jih (na primer eksperimentalna fizika, druzbene vede,
kemija, psihologija, medicina ...). Zraven tega se dijaki v vsakdanjem Zivljenju pogosto
soocajo s statisticnimi rezultati (v ¢asopisih, ocene v soli).

Preiskovanje vsebujejo vse faze. Dijaki bi morali biti vajeni preiskovanja in veckrat
postavljeni v poloZaje, kjer bodo delovali na tak nacin. Poleg tega, da se usposabljajo v
matematicnih orodjih, se ucijo tudi vescin preiskovanja. Skozi izvajanje scenarija bodo
dijaki sistemati¢no raziskovali, organizirali podatke, se odlocali, sodelovali in se
sporazumevali. V fazi institucionalizacije naj bi bile vklju¢ene tudi veSc¢ine preiskovanja,
posebno vescina organizacije, strukturiranja in povzemanja podatkov.

Scenarij je lahko del niza uc¢nih ur o statistiki in predstavitvi podatkov.

e Predznanje: Pricakujemo, da dijaki znajo uporabljati Excel za osnovno obdelavo
podatkov, kot je urejanje po velikosti, graficno predstavljanje in racunanje.
Predvidevamo, da dijaki poznajo aritmeti¢no sredino.

e Uvod: Nalogo lahko zastavimo kot zgodbo o osebi, ki je pravkar zakljucila fakulteto
in iSCe sluzbo. Oseba prebira Casopis, v katerem so oglasi o prostih delovnih mestih
v treh podjetjih, ki jo zanimajo. Zato poiSce informacije o plac¢ah v teh podjetjih in
primerja moznosti zasluzka v njih. Kako naj se odloci?

e Horizontalna matematizacija: Kontekst podpira dijake pri uporabi lastnega
besediSca za opis znacilnosti podatkov pri matematizaciji problema. Besede, ki jih
uporabljajo so: ekstrem, urediti, razpon, vsi skoraj enaki, velika razlika. Zato imajo
potrebo, da nariSejo podatke ali da jih organizirajo po intervalih, saj veliko
mnozico teZko nadzorujejo ali analizirajo. Taki opisi in predstavitve jim pomagajo
vstopiti v svet statistike in ga poveZejo z resni¢nimi situacijami.

o Vertikalna matematizacija: Pricakovano razli¢nost v razmiSljanju dijakov lahko
uporabimo pri fazi potrditve in institucionalizacije, da razvijemo formalne
statisticne mere osredinjenosti podatkov, nac¢ine njihovega izra¢una in uporabe.
Nadaljnje ucenje lahko usmerimo v povezave med graficnimi predstavitvami
podatkov in merami razprsSenosti v povezavi z merami osredinjenosti podatkov.
RaziS€emo lahko ucinkovito uporabo tehnologije v statistiki. Samo po sebi pa je
zelo pomembno vkljuciti dijake v nacin, na katerega statistiko uporabljamo za
povzemanje podatkov ter sprejemanje odlocitev in napovedi o svetu okrog njih.
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MERIA modul »Tobogan«

Ucni scenarij

Standardi
znanja
(pricakovani
doseZzki)

Konceptualno razumevanje naklona krivulje kot naklona tangente.

Splosni cilji

Matemati¢cno modeliranje tobogana z uporabo grafov funkcij.
RacCunanje naklona (odvoda funkcije) brez ali z uporabo racunalnika.
Smiseln uvod v analizo.

Preiskovalne vescine: eksperimentiranje z razli¢nimi grafi funkcij brez
in zuporabo racunalnika, ponavljanje postopka z namenom izboljSanja
reSitve, primerjava razlicnih strategij, utemeljevanje karakteristik
dobljene resitve.

Interdisciplinarne vescine: dijaki lahko povezZejo svoje izkuSnje
gladkosti fizicnih predmetov z matematicnimi izrazi za tangento na
krivuljo in odvod funkcije. Matemati¢ni modeli se lahko uporabijo za
izdelavo 3D predmetov s pomocjo 3D printerja (IKT spretnosti) ali iz
drugih materialov (ro¢ne spretnosti).

Potrebno Grafi in enacbe linearnih in nekaterih nelinearnih krivulj (kroZznica,

matemati¢no | parabola ali graf eksponentne funkcije).

predznanje

Letnik Dijaki, stari 16-18 let (oziroma kadar se uvede odvod)

Trajanje 60 - 90 minut, dve Solski uri

Potrebni Papir, svincnik, ra¢unalnisko orodje za risanje grafov funkcij, npr.

material GeoGebra (Uporaba racunalnika ni nujna, ampak lahko izboljsa
izkusnjo dijakov).

Problem

Oglej si sliki smucarske
skakalnice in otroSkega
tobogana. Obe imata ukrivljen
del na dnu in/ali na vrhu ter
raven del v sredini. Uporabi
matemati¢na orodja in zasnuj
tako obliko. Osredotoci se na
enega od ukrivljenih delov in
sredinski ravni del. UpoStevaj,
da Zeli$ ustvariti ¢im bolj
enakomerno voZnjo.

Vpeljite koordinatni sistem in

Skakalnica Holmenkollen, Oslo, Norveska. Fotograf: Mathias Stang in
otroski tobogan.

poiscite enacbo za en ukrivljeni del in enacbo za ravni del.
Opomba: Za daljSo izvedbo ucne ure z ve¢ aktivnostmi modeliranja izpustite zadnji
stavek iz opisa problema (glejte modul za dodatne faze uc¢ne ure).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Holmenkollen_ski_jump
https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Mathias-S

Faza Dejavnosti in navodila ucitelja | Dejavnosti in odzivi dijakov
Devolucija Ucitelj predstavi problem. Dijaki se posedejo v skupine po
(Prenos) Dijake opozori, da je potrebno dva ali tri.
(didakti¢na) zasnovati model, ki bo omogocal

enakomerno voznjo (ki ne trese).| Dijaki so navdusSeni!
5 min

Ucitelj poskrbi, da se dijaki

osredotocijo na enega od

ukrivljenih delov in sredinski

ravni (linearni) del.
Resevanje Ucitelj si beleZi zamisli dijakov, Dijak narisSe skico in vpelje
(Delovanje) njihove strategije in izsledke. koordinatni sistem.
(adidakti¢na)

Ucitelj preveri, ali dijaki Pristope dijakov lahko opiSemo z
20 min razumejo, kako geometrijsko eno izmed naslednjih kategorij:

izgleda dober primer povezave
med ukrivljenim delom in
premico (reSitev zahteva ne le
zvezno, ampak gladko - vsaj
zvezno odvedljivo - krivuljo).

Ce po 10 minutah ni popolnoma
nobene zamisli za izbiro
ukrivljenega dela, ucitelj dijake
spomni na oblike grafov funkcij
y = x%in/ali y = cos x (toda ne
kroznice) s kratko (didakti¢no)
prekinitvijo pred celotnim
razredom.

Ce so kaksni dijaki resevali s
krozZnico, naj nadaljujejo z
naslednjimi problemi: »Kaj se
zgodi, ¢e spremenimo kot ali Ce
spremenimo tocko, v kateri se
kroZnica in premica dotikata?
Kako se spremeni enacba
tangente/premice?« Za tem
ucitelj prosi skupino ucencev, da
se osredotocijo na primer, kjer
ukrivljeni del ni kroZnica.

1. Pristop z »mejno« premico
(Bounding line): poljubno
izberejo premico, ki jo nato
premikajo (translacija in
rotacija) dokler ne izgleda, da
je le eno presecisce (v
obmocju gledanja).

2. Pristop s sekanto (Secant
line): izberejo eno toCko na
krivulji - predvidno tocko
tangentnosti; nato Se eno
tocko na Kkrivulji in narisejo
premico skozi ti dve tocki in
premikajo drugo tocko blizje
prvi, da dobijo bolj gladek
prehod.

3. Pristop z linearno
aproksimacijo (Linear
approximation): Dijaki
izberejo eno tocko na krivulji,
narisejo premico skozi to
toCko in poizkusajo prilagoditi
naklon tako, da se ¢im bolje
prilega krivulji.

Nekateri dijaki bi lahko uporabili
kroZnico za ukrivljeni del in
dejstvo, da je tangenta
pravokotna na polmer. Takemu
reSevanju bomo rekli resevanje s
kroZnico.
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Za podrobnosti teh (kategorij)
strategij/pristopov glejte spodaj
MoZni nacini, kako lahko dijaki
doseZejo standarde znanja.

Formulacija Ucitelj prosi dijake, naj Dijaki oblikujejo rezultate znotraj

(Zapis izoblikujejo svoje predstavitve svojih skupin. Za dolo¢ene

ugotovitev) reSitev. Med delom dijakov ucitelj | skupine posamezen dijak

(adidakti¢na) | izbere skupine razli¢nimi predstavi njihove izsledke.
pristopi, ki bodo predstavile

15 min svoje izsledke.

Verifikacija Ucitelj vprasa: Dijaki razloZijo, zakaj je

(Potrditev) »Kako vemo, da je reSitev posamezna reSitev dobra in ali je

(didakti¢na) dobra?« in kaksna boljsa od drugih.

»Ali obstaja najboljSa reSitev?«

10 min e Vizualna validacija: Nekateri
Ce so dijaki uporabili le vizualno se bodo zanasali na vizualno
validacijo, lahko ucitelj predlaga oceno konstrukcije; ce izgleda
algebraicen ali numericen dobro, je dobro. Uporabijo
pristop. lahko tudi povecavo krivulje.

e Algebraic¢na validacija: Dijaki
lahko izracunajo presecisce
(oz. presecisc¢a) algebraicno in
mogoce vidijo, da je lokalno
edino.

e Numericna validacija: Dijaki
lahko izracunajo i—z za dve
tocki na krivulji in opazijo, da
je to priblizno naklon njihove
premice.

Ce so dijaki reSevali s kroznico in

izraCunali enacbo tangente, bi

morali biti prepricani v to, da
imajo najboljSo resitev, in
razloZiti zakaj (geometricen
in/ali algebraic¢en dokaz).

Institucionaliz | Uc¢itelj razpravlja o pojmu Nekateri lahko govorijo o

acija tangente na enak nacin, kot so ga | naklonu.

(Oblikovanje | uporabili dijaki. Lahko govorijo o »tangenti« ali

ustaljenega uporabi gumba v GeoGebri.

zapisa) Ucitelj lahko izpostavi enega ali

(didakticna) vec od naslednjih vidikov naklona | Dijaki poslus$ajo in jih zanima,
krivulje v tocki: kako izracunamo najboljSo

10 min a) najboljsa lokalna reSitev tega problema za

aproksimacija sledi vizualni
validaciji

poljubne oblike in krivulje.
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b) lokalno ena »mejna« premica
- eno presecisce sledi
algebrai¢ni validaciji

c) klasi¢na definicija z uporabo
sekant in limit diferen¢nih
koli¢nikov sledi numeric¢ni
validaciji

Ce so dijaki reSevali s kroznico,
lahko ucitelj govori o tangenti na
kroZnico in tangenti na druge
krivulje. U¢itelj spomni, da je
tangenta najboljSa resitev za
kroZnico, s tem, da so dijaki
racunali pribliZek za tangento na
ostalih krivuljah.

MozZni nacini,
kako lahko
dijaki
dosezejo
standarde
znanja

Dijaki lahko uporabijo vec pristopov:

1. Pristop z »mejno« premico (Bounding line approach):

Dijaki izberejo na primer y = x2.
Algebraic¢na validacija:
obravnavajmo druZzino premic
y=x+Db.
»Mejno«  krivuljo dobimo z
eliminiranjem y-spremenljivke:
x? =x+b.
Ta enacba ima eno reSitev, Ce je

-2

diskriminanta enaka 0: 1 + 4b = 0.
Torejb = — i nam da gladek prehod.

2. Pristop s sekanto (Secant line approach):
Dijaki fiksirajo eno tocko na krivulji
- tocko, kjer Zelimo prehod med
krivuljama. Nato izberejo Se eno
tocko na krivulji, nariSejo premico
skozi ti dve tocki in premikajo
drugo tocko bliZje prvi, da dobijo

3

bolj gladek prehod. BliZje se izbere | .

tocka, boljsa aproksimacija bo. P
Ta pristop je najbolje uporabiti s
pomocjo racunalnika.
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Pristop z linearno aproksimacijo "
(Linear approximation approach):

Dijaki na primer izberejo y = x? in .
toc¢ko (1,1), kjer se ukrivljen del
konc¢a in se premica y=ax+b 2

zaCne. Ugotovijo lahko a > 1 in

poizkusajo razli¢ne vrednosti (kjer .
je a=2 pravilna vrednost).

»PoizkuSajo« pomeni s skiciranjem — 1 W/ ;
ali risanjem grafov.
Z opisom premice kot y = ax + b, zaklju¢ijoa + b = 1.
Torej lahko za vsak naklon a izracunajo b.

Nekateri dijaki lahko dobijo
aproksimacijo za a z uporabo dveh '®
tock na narisani premici in uporabo

A_y 1.8
Ax’
Numeri¢en primer: Dijak lahko '* Ay
dobia =2 =20=2
Ax 0,3 1.2
Iza+b =1sledib = —1.
Validacija je najverjetneje vizualna,

toda lahko je tudi numeri¢na - Ax
predvidoma predlagana s strani
uCitelja, saj je metoda podobna.
Izberite dve tocki na paraboli in

0.8

0. 1 12 1.4 1.6

izraCunajte i—z; na primer (1,1) in (1,1,1,21). Tedaj i—z =

2,1, kar je dokaj blizu pravilnega odgovora.

Dijaki lahko preverijo pravilnost reSitve tudi z racunanjem
presecis¢ med parabolo in premico (algebrai¢na validacija). Ce
dijaki poznajo kvadratne enacbe in diskriminante, lahko
nadaljujejo z reSevanjem sistema enacb:
y=x%y=ax+1—a,
in dobijo x?2 — ax + a — 1 = 0. Enac¢ba bo imela eno resitev, ¢e bo
diskriminanta enaka 0:
a?—4(a—-1)=0 > a=2.

ResSevanje s kroZnico: Dijaki izberejo kroZnico.

Ce so dijaki izbrali kroznico, lahko izberejo enatbo x? + y? = 1 in
tocko (g,g), ki ustreza kotu %. Ce se spomnijo, da je polmer
kroZnice pravokoten na tangento, lahko ugotovijo a = —1. Od tu
lahko dolocijo enacbo tangente.
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Ce wucitelj naro¢i dijakom, da

izberejo drugo tocko (x,y), lahko

dolo¢ijo naklon tangente a iz

naklona premice skozi izhodiSc¢e in

tocko (x,y), ki je enak%. Toreja =
X

~>= —ﬁ (v splo$nem), toda

najverjetneje bodo dijaki to naredili
le za posamezno konkretno tocko.
Ce dijaki poznajo in uporabljajo
vektorje, je ta razmislek nekoliko
lazji.

B(x.,y)

. Z racunalnikom (GeoGebra in podobni)

Ce dijaki uporabljajo GeoGebro, bodo verjetno uporabljali podobne
korake in razmisleke kot sicer. Razlika je v tem, da racunalnik
izracuna enacbo premice hitreje in nariSe natancen prikaz izbrane
krivulje. Z racunalnikom lahko dijaki preizkusijo ve¢ mozZnosti v
manj casa in zato lahko opazijo kaj, Cesar ne bi s papirjem in
svintnikom. Na primer:

Nekateri lahko najdejo gumb za risanje tangente in nadaljujejo
tam.

Mogoce nariSejo krivuljo in poljubno “dobro” premico skozi
tocko na krivulji in neko drugo tocko. Nato sliko pribliZajo in
preverijo, ali izgleda v redu. Za boljSe prileganje lahko
premikajo drugo tocko. Nato lahko izberejo moznost, ki se jim
zdi najboljsa, in preberejo enacbo premice s pomocjo orodja v
programu.

Nekateri bi lahko zaceli tako, da sliko povecajo, dokler graf
krivulje ne izgleda raven. Nato lahko izberejo dve tocki na grafu,
iz katerih dolocijo enacbo premice (ali vsaj narisejo bolj ali manj
tangento).

Lahko preverjajo, ali ima i
njihova premica presecisca s
krivuljo (v tem primeru je
pomembno, ali so narisali
premico ali poltrak). Ra¢unalnik
jim  lahko tudi  prikaZe
preseCiS¢a med premico in
krivuljo. Nato lahko opazijo:
kadar  spremenijo  naklon
premice s fiksno tocko na —Z T oo T v s
krivulji, spremenijo tudi -
(drugo) presecisce s krivuljo (na to smo opozorili tudi v
institucionalizaciji). Ker takoj vidijo rezultat, lahko pridejo do
hipoteze, da je najboljsa resitev, ko tocki A in D sovpadata.

B & o @® N o o©
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Pojasnilo glede materialov za dijake

Zamisel nacrtovanja znane oblike bi morala dijake navdusSiti v fazi devolucije (prenosa),
saj vpelje kontekst iz resnicnega Zivljenja, v katerem je gladkost pomembna na intuitivni
ravni. Ce dijakom oblika smucarske skakalnice ali otro$kega tobogana ni dovolj zanimiva,
jim lahko ucitelj pove, da enaka nacela veljajo tudi pri gradnji Zeleznic, vlakcev smrti ipd.
(osredotociti se morajo na zdruZevanje enega ukrivljenega dela z linearnim delom). To
dijakom govori tudi o aktualnosti problema.

Razen mozZne uporabe IKT za izvedbo scenarija ne potrebujemo dodatnih gradiv.

Variacije na podlagi didakti¢nih spremenljivk
V scenariju so moZne naslednje spremembe, ki ne spremenijo njegovih ciljev:

Didakticno okolje (Milje): izberemo lahko drugacne slike, ki pa morajo vsebovati ukrivljen
in raven del. Po moZnosti naj bo predmet, ki ga nacrtujemo, sestavljen iz enega
ukrivljenega in enega ravnega dela. Dijakom mora biti ¢im bolj znan.

V nekaterih primerih dijaki v prvih minutah prve faze reSevanja (delovanja) nimajo ideje,
kaj bi storili, ali njihovo delo ne vsebuje produktivnega matemati¢nega dela. V tem
primeru lahko ucitelj delo prekine in se pogovori o prvih spoznanjih dijakov in njihovih
izzivih, pri tem pa jih usmeri v pogovor o tem, kaj pomeni enakomerna voZnja. Nato s fazo
reSevanja nadaljuje.

Ce se je ucitelj odlo¢il izpustiti stavek »Vpeljite koordinatni sistem in pois¢ite enacbo za
en ukrivljeni del in enacbo za ravni del.« iz devolucije (opisa naloge), lahko doda vmesni
pogovor o nujnosti vpeljave koordinatnega sistema za matematizacijo problema. Ob
koncu pogovora bi morali dijaki razumeti, da morajo delati s koordinatnim sistemom in
konkretnimi funkcijami/ena¢bami za ukrivljen del in za premico. Pred nadaljevanjem
ucitelj preveri, ali dijaki razumejo geometrijski pomen dobrega in slabega ujemanja
ukrivljenega dela in premice (reSitev zahteva ne le zvezno, ampak gladko krivuljo). Po tem
pogovoru dijaki nadaljujejo s fazo reSevanja, kot je opisana v scenariju.

Dijaki lahko uporabljajo geometrijska programska orodja, npr. GeoGebra, Geometer’s
Sketchpad, Desmos, Wolfram Alpha (ali Mathematica), Maple, MATLAB, Octave idr. Lahko
uporabljajo tudi graficni kalkulator ali mobilni telefon z geometrijskim programskim
orodjem. Priporo¢amo, da dijakom predstavimo tudi to moZnost, odloCitev o uporabi pa
naj bo njihova.

Trajanje posamezne faze se lahko spremeni glede na delo dijakov, vendar razlika ne sme
biti prevelika glede na predlagano.

V fazi resevanja (delovanja) naj dijaki sami izberejo enacbe za ukrivljen del. Samo v
primeru, da nekatere skupine (ali celoten razred) po 10 minutah nimajo nikakr$ne
zamisli, s katero bi nadaljevali, lahko ucitelj opomni te skupine (ali razred), kaksne

moZnosti imajo, npr. cos x, i ali x? (vendar ne kroZnica). Ko se dijaki odlotijo za funkcijo,
ki opisuje ukrivljen del, se faza reSevanja nadaljuje.
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Ce le nekateri dijaki reSujejo s kroznico, jim uéitelj individualno postavi nadaljevalna
vprasanja, ki so opisana v scenariju. S tem se izogne prekinjanju razmisljanja ostalih
dijakov. Ce ni dijakov, ki reSujejo s kroZnico, lahko to resitev ucitelj omeni v fazi
verifikacije (potrditve) ali fazi institucionalizacije, vendar ne pred tem.

Opazanja iz prakse
Nekaj sploSnih ugotovitev:

Uc¢na ura je bila uciteljem in dijakom v glavnem vsec.

V nekaterih primerih so se dijaki preve¢ osredotocali na obliko ukrivljenega dela
in jih je ucitelj moral opozoriti, da na¢rt mora vsebovati tudi raven del, ki ga morajo
zdruziti z ukrivljenim delom.

Nekateri dijaki so se ukvarjali z uporabnimi malenkostmi tobogana, ki niso
povezane z gladkostjo, zato je moral ucitelj res dobro preveriti, ali dijaki razumejo,
kaj geometrijsko pomeni dobro in kaj slabo ujemanje.

Nekateri ucitelji in dijaki so uporabili IKT, npr. GeoGebro, Geometer’s Sketchpad,
Desmos graph mobilno aplikacijo, grafi¢ni kalkulator. Skupine, ki so uporabljale
IKT, so raziskale vec zamisli. Nekateri dijaki so zaCeli na papirju in resitev preverili
z IKT. Drugi pa obratno.

V nekaterih preizkusnih izvedbah scenarija so dijaki Ze poznali odvode in vecina
teh je ugotovila, da je prava resSitev tangenta.

Nekateri dijaki so razpravljali o tem, kaj bodo spreminjali: parabolo, naklon
premice, njeno zacetno vrednost.

Nekateri dijaki niso ugotovili, da bi nekje lahko uvedli parameter: na primer a ali
b v enatbiy = ax + b oziroma a, b ali c v enacbi y = ax? + bx + c, ali celo Ax kot
parameter.

Pristopi nacrtovanja dijakov so povezani z razlicnimi predstavami, ki jih imajo o tangentni
premici.

1.

Pristop z »mejno« premico (Bounding line approach): izberejo prosto premico in jo
premikajo (translirajo in rotirajo), dokler nima premica (navidezno) samo enega
presecisca s krivuljo v izbranem obmogju.

Pristop s sekanto (Secant line approach): izberejo tako tocko na krivulji, v kateri se
bo tangenta krivulje dotikala; nato izberejo drugo tocko na krivulji in obe tocki
poveZejo s premico. Drugo tocko pribliZujejo prvi, da dobijo boljSe prileganje.
Pristop z linearno aproksimacijo (Linear approximation approach): Dijaki izberejo
tocko na krivulji, nariSejo premico in spreminjajo njen naklon, dokler se vizualno
ne prilega krivulji.

Nekateri dijaki so za krivuljo izbrali kroZnico in uposStevali dejstvo, da je tangenta
pravokotna na polmer. Temu reCemo resevanje s kroZnico.

70



Invoerfunctie(s) Invoerfunctie(s) , Dijaki spreminjajo
Resultaat: Resultaat: parametre parabole in
, premice. Na koncu najdejo
N dobro resitev. Izgleda, da se
_ osredotocajo na presecisca
' T ' in rezultat vrednotijo
vizualno.
Invoerfunctie(s) | Invoerfunctie(s) ]
Resultaat: P Resultaat:
AN N | | |
™ |
S | |
™, —
Invoerfunctie(s)
Resultaat:
I
® h(x) = 0.2 (x— 10)" +4. (6.05< x < 12)

B
k]
4
il
A

€]

® p(x) = —15x+16.17
Line
f1.5x+y=16.17
Point

A= (6.05,7.1)

(0 < x < 6.05)

Ta skupina spreminja le
parameter b v enalbi

y = ax + b in tako poisce
pribliZek za resitev.

CASIO

Resitev prikaZejo na
graficnem kalkulatorju.
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g(x) = cos(x)
h(x) = 0,692987-x — 3,42843

Prije skoka moramo postici nekakav zalet, a to cemo napraviti tako da wzmemo
koSinusoidu | ogranicimo je.
Zatim za ravni dio LZMemO pravac i on mora bitl "kao neka tangenta” u tolki gdie
kosinusoida prestaje

Uzmemo zadni i luEaju x, = 5Tid) i dny
tocku koja je jako biizu te prve tocke (x, = 54 * 99/100)

Zatim moZemo izralunatl nghove y koordinate pomodu funkcije kosinus i
kakulatora.

Tada imamo koordinate dvaju todaka | radunamo parametre “k” i “T* u funkcip
praveay =+ L

Ta skupina je uporabila
pristop s sekanto (2):
dolocili so enacbo premice
skozi dve bliZnji tocki na
krivulji za pribliZek
linearnega dela. Za iskanje
enacbe premice so uporabili
numeric¢ne metode: pisejo,
da so izbrali tocko, kjer se
kosinus konc¢a (x = 5m/4),

in drugo toc¢ko malo pred

, 99
njo (x = Too 5m/4).

Fi (146, 241)
G: (4,40, -1,01)

RNESJ 3

A toboghn najviie ni je podsjecals dio sinus 1
funkeije na mjestima gdje funkeija pada, no
odluéili smo se za kosinus funkciju jer ona
ima "brijeg" na y osi ito nam je onda bolje

izgledalo za tobogan. Poveéali smo amplitudu

da imamo malo duii spust | Ezmijenili smo

period da imamo manju strminu spusta.

Nakon toga konstruirali smo tangentu na

funkciju i dobili smo ravai dio na kosinus

funkeiji, no problem nam je bio to ito nismo

zmali kako uklopiti pravac u funkeiju tj. kako

izbrisati dio funkeije koji nam je viiak | onda

nastaviti funkeiju na pravac tako da spustanje

ne bude neugodno.

Tudi ta skupina je uporabila
pristop s sekanto (2).
Enacbo so razbrali z ekrana.
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Fi (146, 2,41)
G: (1,46, 2,41)

Ala toboghn najvise nié je podsjecad dio sinus 1%

funkeije na mjestima gdje funkeija pada, no
odlucili smo se za kosinus funkeiju jer ona
ima "brijeg” na y osi ito nam je onda bolje
izgledalo za tobogan. Poveéali smo amplitudu
da imamo malo duzi spust | izmijenili smo
period da imamo manju strminu spusta.
Nakou toga konstruirali smo tangentu na
funkeiju i dobili smo ravni dio na kosinus
funkeifi, no problem nam je bio to $to nismo
znali kako uklopiti pravac u funkciju tj. kako
gbrisati dio funkeije koji nam je viiak i onda
mNavii funkeiju na pravac tako da spustanje

YTEONPBNO -

& The Gesmatas's Sketchpad - tobog
4 File Edt Display Comats

% e 1
v ftx)-3:os(2‘3x) W

Fi (1,46, 242)
G (1,46,2,42)

(O]
pa Fp=-0,TTx+ 3,54
w

TENB

o Ta skupina je poskusala z
VAINET (. reSevanjem s kroZnico.
5 P —— Vedeli so, da je tangenta

- T - pravokotna na polmer
(validacija je torej
geometrijska: uporabijo
cthale, [Cidue izrek iz ravninske
JEReAE geometrije). TeZave so imell,
[ ]| ko so Zeleli z navpi¢no
[ translacijo doseci, da bi se
premica in kroZnica sekali.

{()Lrl‘u,‘ic/ (1!"‘
x_/et -Ux+f2.

ds de Tgn | =xenl oy weed aidere foomale
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Tudi ta skupina resuje s
kroZnico. Poznajo tocko
V2 V2
(7’ 2
in konstruirajo premico z
naklonom -1 skozi to tocko.

) na enotski kroznici

Ta skupina narise graf
parabole’y = x2. Nato Zelijo
doseci ujemanje tangentne
premice v eni to¢ki na nacin,
ki je podoben pristopu
linearne aproksimacije (3).
Naklon premice dolocajo
tako, da izmerijo Ax in Ay in
izracunajo kvocient.
Validacija je vizualna.

Ena skupina dijakov je
uporabila diskriminanto, da
bi dolo’ila, kdaj je med
premico, ki je kandidatka za
tangento, in parabolo eno
presecisce. Izbrali so
paraboloy = 0,25 (x —

6)? + 2 stemenom (6,2) in
skusali poiskati vrednost
parametra b v enachi
premicey = —x+bz
uporabo diskriminante.
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Orodja za evalvacijo
Za hiter test pridobljenega znanja lahko ucitelj postavi naslednja vprasanja:

1. Ucitelj nariSe poljubno krivuljo in premico, ki o€itno ni tangenta. Nato vprasa
dijake, ali mislijo, da je taka oblika primerna za Zeleznico. Dijaki pojasnijo, zakaj
ne.

Dolocite enacbo tangente na enotsko kroZnico v tocki G , ?)
Ocenite naklon parabole y = x? v tocki (2, 4).

Predlogi za nadaljnje preiskovanje
1. Pojem mejne premice (bounding line) in razlika med njo in tangento.
2. Evklidov pojem tangente - taka premica, da nobena druga ravna ¢rta ne more
potekati med njo in krivuljo.
3. Po tem, ko dijaki spoznajo limito diferenc¢nega koli¢nika kot odvod funkcije, lahko
izratunajo formulo za odvod enostavne funkcije, na primer f(x) = x2, f'(x) = 2x.
V razredu lahko nato razpravljate o tem, kaj to pomeni za tangente te funkcije.

Utemeljitev in pogled na scenarij z vidika RME

e Realno Zivljenje: problem je povezan z vsakodnevno izkusnjo dijakov. Objekte, ki
jih nacrtujejo, poznajo in razumejo, kakSen je rezultat razlicnih oblik. Naloga
izkorisc¢a njihovo predhodno poznavanje pojma gladkosti, posebej njihove telesne
izkuSnje spuscanja po gladkem toboganu.

e Podrocje dela: Dijaki se naucijo naCrtovati in matematizirati oblike, ki jih srecujejo
v resni¢nem zivljenju. Naucijo se povezati predmet z matemati¢nim prikazom.
Obliko predmeta poenostavijo iz tridimenzionalnega prostora v krivuljo. Te
vesCine so pomembne pri nacrtovanju (na primer v arhitekturi) in modeliranju v
profesionalnih kontekstih.

e Nadaljnje moZnosti: Scenarij je uvod v odvod in matemati¢no analizo.

Dijaki se naucijo poenostaviti problem in uporabiti matematiko za opis tistega dela, ki ga
obravnavajo. Postavljajo hipoteze in jih testirajo. Nacrtujejo primere in primerjajo
razlicne reSitve. Odlocajo se o tem, katera reSitev je bolj primerna. Lahko zagovarjajo
boljsSo resitev in svoje argumente posredujejo drugim. Lahko predvidevajo in posplosijo
svoje rezultate.

Scenarij je lahko del niza u¢nih ur o odvodu. Predznanje, ki ga zahteva od dijakov, zajema:
risanje funkcij, linearne funkcije in premice, primere nelinearnih funkcij.

Kasneje v nizu uc¢nih ur se lahko problemu tobogana posvetimo bolj formalno, z limitami
in odvodi. Ce uvajamo implicitno odvajanje, lahko izpostavimo povezavo z re$evanjem s
kroznico. Uporabimo implicitno odvajanje na kroZnici in rezultat, ki ga dobimo s pomocjo
implicitnega odvoda, primerjamo z intuitivho geometrijsko reSitvijo tega scenarija. Ko
primerjamo reSitve, ki so jih ustvarili dijaki, znanje o implicitnem odvodu dodatno
preverimo.
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Horizontalna matematizacija: Problem je postavljen v bogat kontekst, ki je dijakom
znan. Vsi vedo, kaj pomeni, ali je tobogan gladek ali ne. Dijake povabimo, da
uporabijo matemati¢ni jezik in modelirajo situacijo: koordinatni sistem,
predstaviti trirazseZzno obliko tobogana z dvorazsezno Kkrivuljo, predstavitev
krivulje z enacbami.

Vertikalna matematizacija: V nekaterih primerih dijaki razvijajo svoje zamisli z
uvedbo parametrov in pri tem razpravljajo, kateri parameter uporabiti (kaj
parametrizirati). Nekateri uporabijo druge matemati¢ne metode, kot so algebra
(diskriminanta) ali diferenc¢ni koli¢niki (naklon premice). Od tu naprej imajo velik
potencial za nadaljnjo matematizacijo. Ce so dijaki uporabili pristop sekante, je
naraven prehod k uvedbi naklona krivulje kot limite diferen¢nega koli¢nika. Ce
uporabijo algebrai¢ne metode in se osredotocijo na izracun preseciS¢, imamo
moZnost razpravljati o tem, zakaj Zelijo imeti (lokalno) eno presecisce in mogoce
razi$¢emo veckratnost presecis¢ kot prvi korak k izra¢unu naklona krivulje. Ce
dijaki uporabijo priblizevanje slike kot metodo potrditve, imamo naravno
povezavo do pristopa lokalne aproksimacije naklona krivulje.

Neformalni modeli/reSitve dijakov so lahko zelo raznoliki. U¢itelj mora premostiti
razlike med njimi (reSevanje/potrditev), da bo Ilahko izvedel skupno
institucionalizacijo. Institucionalizacija mora biti zgrajena na zamislih, ki so jih
predlagali dijaki. Na primer, dijaki so raziskovali situacijo v GeoGebri:

10
9

8

Premikali so tocko B. Ucitelj jih usmeri, da ugotovijo, da to ustreza premikanju
preseciSca D. To lahko pripelje do razprave o diferenc¢nih koli¢nikih in limitah (na
neformalen nacin). Nato lahko na ta nacin definiramo odvod.
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