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Razvijanje algebraicnega misljenja
na razredni stopnji osnovne sole

Dr. Vida Manfreda Kolar
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Pregled vsebine predavanja

Opredelitev pojmov: algebraicno — aritmeticno

2. Primeri pretvarjanja nalog iz aritmeticne v
algebrsko — 1. triletje

3. Predstavitev vsebin na RS, ki omogocajo razvoj
algebraicnega misljenja

4. Tuji izsledki o razvoju algebraicnega misljenja +
primeri raziskav

5. Problem ,bazen”: od 1. razreda do fakultete
Vpogled v ucni nacrt in rezultate raziskave TIMSS
(i) JROPSKA UNIJA
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Primerjava aritmetika - algebra

Tradicionalno: Preusmeritev v zadnjih 20 letih:

* Aritmetika: racunanje s  obdobje elektronike: sposobnost
stevili, avtomatiziranje spretnega ra¢unanja z velikimi stevili
osnovnih aritmeti¢nih ni vec v ospredju.
dejstev, razviti raCunske
algvoritm.e, ki bodo olajsali * Reduciranje pomena standardnih
racunanje. racunskih algoritmov: proceduralno

znanje.

* Algebra: abstraktnejsa
matematicna disciplina -
ucenje pravil za
manipuliranje z
matematicnimi simboli.

* Preusmeritev pozornosti na
povezovanju aritmetike z algebro:
konceptualno in problemska znanja.
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Kako opisati algebro?

* Je posplositev aritmetike: medtem ko se aritmetika

osredinja na

algebra nanasa n

na stevilih in

KON

kretne izraCune (proceduro), se
a odkrivanje vzorcev, relacij, pravil

Kon

kretnih aritmeticnih racunih

(problemsko znanje).

Odkrivanje relacij, vzorcey, pravil = iskanje

posplositev.
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Kaj je algebraicno misljenje?

e Swafford in Langrall (2000): sposobnost da
operiramo z neznano koli¢ino kot da bi bila koliCina
znana — algebraicno misljenje; situacije z znanimi
kolicinami - aritmeticno misljenje

* Driscoll (1999): algebraicno misljenje je sposobnost
predstavitve kvantitativnih situacij na tak nacin, da
postanejo vidni odnosi med spremenljivkami.

 Kieran (1996): uporaba katerekoli vrste
predstavitey, ki dane koliCine poveze v relacijo.
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Kako spremeniti aritmeticno
nalogo v algebrsko nalogo?

1. primer: Preusmeritev pozornosti
na pravilo pri racunanju:

lzracunaj: , , ©
oblikovanje posplositve

10+4=___ za ta tip raéunov

10+2=_

10+7=__ zacetna algebra

10+5=

Goli izracuni: aritmetika
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e 2. primer: Tombola malo drugace
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V ¢em se razlikujeta dejavnosti za primer 27

1. 2.

* Poudarek je na izracunu e sistematicno urejanje
posameznih primerov — racunov — sklepanje o
gola aritmetika relacijah med razlicnimi

e vzpostavitev relacije razclenitvami danega
med dvema $teviloma stevila.
znotraj posameznega * Iskanje relacije med
para (aritmeticno razlicnimi pari stevil
misljenje — razmisljanje (algebraicno misljenje —
O posameznem razmisljanje o relacijah)
primeru)
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Katere vsebine na RS so primerne za
uvajanje v algebro/algebrai¢no misljenje?

* Enacbe
* \zorci
e Zaporedja
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V zadnjih 20 letih raziskave v smeri raziskovanja
vloge vzorcev in zaporedji kot nacina uvajanja
ucencev v zacetno algebro: Ferrara in Sinclair (2016),
Carraher et al. (2008) Moss in Baatty (2010), Radford
(2008, 2010), Rivera (2011).

zaporedja in vzorci sta vsebini, ki vkljucCujeta
predvidevanje, napovedovanje, delo s
spremenljivkami in funkcijami: oblikovanje
posplositev
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Vzorcl

* Tipi nalog pri prepoznavanju vzorcev:
* Ponovitev vzorca
* Nadaljevanje vzorca
* Dopolnjevanje vzorca
* |zdelava enakega vzorca z drugacnim ponazorilom
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Enak vzorec — drugacno
ponazorilo

1. UCenci spoznajo, da se isti vzorec lahko pojavi v
stevilnih razlicnih oblikah
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Neodvisnost strukture od uporabljenega materiala
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2.  Ucenci spoznajo, da ima vzorec
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ko-ko-dak-ko-ko-dak

g

aabaab

s

Posplositev: zelo razlicne situacije imajo lahko enake matematicne lastnosti
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* Raziskava med predsolskimi otroki (5 — 6 letniki)
(Tirosh idr., 2015):

 Ali so predsolski otroci sposobni prepoznati podobno
/razliéno strukturo dveh vzorcev?

» Kako opiSejo/izrazijo podobnost /razlicnost struktur?
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Razli¢na struktura in
ensktpponazoia (NIRRT
Enaka struktura in enak —

razliche barve

Enaka struktura in
razliCen tip ponazorila — +* @ * K @
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* Ravni prepoznavanja strukture vzorcev:
e Raven 0: brez sklicevanja na enoto vzorca

* Raven 1: opis posameznih podobnosti/razlik (prirejanje,
kako se bo vzorec nadaljeval)

* Raven 2: otrok prepozna ponavljajoCo se enoto
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Primer:

“V Cem sta si podobna?”

* Raven 0: v obeh je rdeca.

e Raven 1: tu sta dve rdeci, tu sta dve rumeni. Tu je ena
modra, tu je ena rdeca.

e Raven 2: vsakic sta dve in ena.
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Primer 1
Primer 2 29 19 10
Primer 3 44 5 9
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Vloga ucitelja: postavljanje

vprasanj

* Aritmeticna vprasanja

1. Koliko kock je v 4
ponovitvah enote?

» postevanka

2. Kaksne barve je 11.
kocka?

» deljenje z ostankom

w7 e %%
™~ 7 A M., A, r 4. mednarodna konference o uéenju in pouéevanju matematike KUPM 2018
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* Algebrai¢na vprasanja

KakSne barve pa bi bila 50.
kocka?

»problemske vescine:
predvidevanje, sklepanje,

. .
utemeljevanje
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/akaj so vzorci uvod v algebro?
Algebraicno misljenje iskanje posplositev

Posplositve pri vzorcih:

» odkritje relacije “povsod je enako”
* Razvijanje problemskih vescin: predvidevanje, utemeljevanje
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/aporedja

Radford (2012):

Kljucni vidik posplosevanja: posameznikova
zmoznost, da opazi podobnosti in razlike:

1. skupne znacilnosti na posameznih clenih
zaporedja - aritmeticna posplositev

y

2. oblikovanje splosnega pravila — algebraicna
posplositev
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Primer
T P P P

e Koliko kock je v 2(3, 4, 5, 6) Clenih
skupaj? 2 +3 =5
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e Koliko kock je v 2(3, 4, 5, 6 Clenih)
skupaj? 2 +3 =5

e 4. Clen ima eno kocko vec kot
predhodni ¢len
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e Koliko kock je v 2(3, 4, 5, 6 c¢lenih)
skupaj?2+3 =5

e 4. ¢len ima eno kocko vec kot
predhodni Clen

e Koliko pa bi bilo kock v 25. ¢lenu?
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Nacini oblikovanja posplositve
(po Radfordu)

Rekurzivno Funkcijsko

* Relacije znotraj * Relacije na celi mnozici
zaporedja: podobnosti podatkov —iskanje
lahko i§¢emo na lokalni relacije med dvema
ravni: med posameznimi mnozicama spremenljivk
¢leni zaporedja in ne le med dvema

clenoma : globalno -
oblikovanje sploSnega
pravila

EVROPSKA UNIJA
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Nacini oblikovanja posplositve

(po Radfordu)

Rekurzivno

opazujemo dva sosednja
Clena in iSCemo enakosti,
podobnosti:

4. Clen ima eno kocko vec
kot predhodni clen

4. mednarodna konference o uéenju in pouéevanju matematike KUPM 2018

Funkcijsko (relacijsko)

iS¢emo relacijo med
spremenljivkama (odvisna
in neodvisna):

Splosno pravilo:

Stevilo kock v n-tem ¢lenu:
dn =N +1
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Povzetki raziskav pri ucencih na
razredni stopnji

* UcCenci pogosteje uporabljajo rekurzivne strategije za
opis posplositve kot pa direkten funkc(jskl Zapis reIaC|IJ
med obema spremenljivkama (Radford, Callaher et al.)

* Moss (delo z ucenci 2. in 4. razreda): rekurzivne
strategije omogocajo ucencu da napove, kaj se bo
%( odilo v naslednjem koraku, ne SpOdbUJaJO pa k
iskanju globalnih relacij med dvema mnoZicama
podatkov in oblikovanju splosnega pravila

* Radford (2012) : prav zavedanje odnosa na strukturni
ravni — funkcuskl odnos je po hjegovem glavna
znacilnost algebraicnega misljenja

EVROPSKA UNIJA
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Radford (2012) — ucenci 2.
razreda

Opisi, kako bi ugotovil stevilo kvadratkov za
katerokoli figuro v tem zaporedju.

t* 4. mednarodna konference o ucenju in poucevanju matematike KUPM 2018



Ugotovitve

Uporaba razlicnih izraznih nacine brez uporabe
formalnih matematicnih zapisov v obliki formule:

* Numericno: implicitna raba spremenljivke: 12 plus
12 plus 1, ali 50 plus 50 plus 1 - zaCetna raven
algebraicnega misljenja

* Parametric¢no: eksplicitna raba spremenljivke:
stevilo plus stevilo plus 1 — po Radfordu ucenec s
takim opisom preseze povezavo s konkretno
geometrijsko konstrukcijo

O,
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Carraher et al. (2008)

Pomen izbora konkretnega primera:

Geometrijske postavitve/ graficne reprezentacije kot
izhodisCe za izpeljavo posplositev.

EVROPSKA UNIJA
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Primer: Problem z mizami in stoli

Sest ljudi sedi za pravokotno mizo: dva ob vsakem
daljSem robu, in en ob vsakem krajsem robu mize. Mize

zdruzujemo linearno s krajsim robom mize. Koliko ljudi
lahko sedi za 2 mizama, 3 (4, 5, 15, n) mizami?

» Kako ga ponazoriti/predstaviti?

KXY LRk e ® 2
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GrafiCna reprezentacija
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Prehod na simbolno reprezentacijo problema

Stevilo miz (m)/zap. Korak Stevilo stolov (s)

1 6

FX YRk & ® 2
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Prehod na simbolno reprezentacijo problema

Stevilo miz (m)/zap. Korak Stevilo stolov (s)

1 6

2 10

u
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Prehod na simbolno reprezentacijo problema

Stevilo miz (m)/zap. Korak Stevilo stolov (s)

1 6

2 10

3 14

FX L% KRR PN .
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Prehod na simbolno reprezentacijo problema

Stevilo miz (m)/zap. Korak Stevilo stolov (s)

1 6
2 10
3 14

4 18

FX L% KRR PN .
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Prehod na simbolno reprezentacijo problema

Stevilo miz (m)/zap. Korak Stevilo stolov (s)

1 6

2 10
3 14
4 18

5 22
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Oblikovanje posplositve

Koliko ljudi pa bi lahko sedelo v vrsti 100-ih miz?

1 6

5 o D Rekurzivno: sklepanje iz koraka v
korak —izhajamo iz prejsnje

3 14 vrednosti

4 18 (na vsakem koraku pristejem 4)

5 22

U

Splosno pravilo: iskanje relacije med spremenljivkama:
» Kateri sta spremenljivki?
* Katera je odvisna in katera neodvisna?

S=mx4+2
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Povzemimo

Zaporedja

Relacije

funkcija
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Primer iz prakse: toaletni papir
(Ferrara, Sinclair, 2016) — 3. razred

* Stevilsko zaporedje

* Dejavnost s toaletnim papirjem

3 F
20 >
87y
P



KolikSna vrednost ob napisana na 12. listicu?

* ‘Rekurzivne utemeljitve’: stejejo po 2.

e Uciteljeve usmeritve:
Poskusite doloCiti vrednost brez sStetja.
Poiscite najhitrejSi mozni nacin, da bi prisli do resitve.

* ‘Funkcijske utemeljitve’: UCenci postopno zacnejo
izrazati pravilo z ubeseditvijo pravila: stevilo podvojim
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KolikSna vrednost
bo zapisana na 12.
listku?

2. strategija:
direktno z
racunsko
operacijo

1. strategija:
postopno - Stejem
po 2

Ralacija med
rekurzivno spremenljivkama:
funkcija
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Povzetek

Vloga toaletnega papirja:

* opis pozicije doloCenega Stevila v zaporedju — lazje
opaziti povezavo med dvema mnozicama stevilCnih
podatkov (pozicija Stevila in vrednost Stevila na listicu).

* Premik od rekurzivnhega k funkcijskemu opisu relacije.
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Problem , Bazen” — analiza
orimera od 1. razreda do fakultete

* VVrtnar Miha izdeluje plavalne bazene. Vsak bazen
ima kvadratni plavalni del bazena. Miha dno bazena
pokrije z modrimi kvadratnimi ploscicami, okrog
bazena pa napravi tlakovano pot iz belih ploscic.

Swimming pools with borders

Pool 1 Pool 2 Pool 3
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Postopno stopnjevanje vprasanj

« Stetje modrih, belih tlakovcev.
e Ugotavljanje stevila modrih tlakovcev za naslednji primer.

* Kaj pa, ce biimeli 32 belih tlakovceyv, koliko bi bilo modrih v
sredini?

 Ali lahko naredis kvadrat iz 49 modrih ploscic?

. AIi?Iahko naredis kvadrat z 12 modrimi plos€icami? Zakaj da, zakaj
nex

* Kako narasca stevilo belih tlakovcev?
» Kateri spremenljivki se pojavljata v nalogi? Kako sta povezani?

*V Ve

* Narisi graf in s pomocjo grafa poisci stevilo belih tlakovcev za
naslednji primer.

EVROPSKA UNIJA
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Kje je prisotno algebraicno

misljenje?

1. Iskanje pravila, pri katerih stevilih lahko dobimo
kvadratno obliko ribnika.

2. Iskanje pravila za stevilo belih tlakovcev:
« Stevilo belih tlakovcev naraééa za 4 — zakai?

Ryan explains that the number of border tiles increases

by four each time.

“This one is the old blue tile; the other
three are new. The squares with X are

the old border tiles, so there are four
new border tiles.” —Ryan
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Kje je prisotno algebraicno
misljenje?
» Stevilo belih tlakovcev dobimo tako, da $tevilo modrih

tlakovcev na eni stranici pomnozimo s 4 in pristejemo 4
za vse 4 vogalne tlakovce.

e Opazimo, da bo stevilo belih tlakovcev vedno veckratnik
stevila 4.

]l The number of white tiles is always a multiple of 4.

4X2+4
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Problem Ribnik - raziskava med
studenti RP na PEF Ljubljana

Problem
Miha dela v vrtnarskem centru, kjer prodajajo ribnike razli¢nih oblik. Njegova naloga, je da
strankam svetuje, koliko kvadratnih tlakovcev potrebujejo, ¢e zelijo obrobiti svoj ribnik s
tlakovano potko.
a. Koliko plos¢ za tlakovanje (Im x 1m) potrebujejo za obrobo ribnika dimenzije
4m x 4m (slika 1)?
b. Oblikujte pravilo, ki naj ga Miha uporabi za izracun §tevila tlakovcev za
poljuben ribnik kvadratne oblike?
c. Kaj pa, Ce ribnik nima pravilne oblike (slika 2)? Oblikujte pravilo in razlozite
zakaj deluje.
d. Kaj pa, ¢e bi imel vas ribnik poljubno oglato obliko, ki jo lahko skiciramo na
karo mrezi?

dm

4dm

A 3 £ T “ : . e zuved REPUBLIKA SLOVENIJA - EVROPSKA UNIIA
NN . v 4. mednarodna konference o uéenju in pouéevanju matematike KUPM 2018 8w g =7 MINISTRSTVO ZA IZOBRAZEVANJE, EVNOFIKL:
s P 2 solsitve ZNANOST IN SPORT WATOZSA ¥ YASO PAIHGDNOST
nN



Razlicni tipi posplositve

Studentka A

Ax4

20= |4 |x5

5x5

24= |4 |x6

6Xx6

28= (4 |x7

7x7

32= |4|x8
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Studentka C

8 ploscic 12 ploscic 16 ploscic
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Studentka C

1x1: 8
+4

2x2:12

+4
3x3:16
+4

4x4: 20
+4
5x5: 24

10x10: 44
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Studentka B

4x4:

N XnNn:

KYAKYA
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4x4+4

4dxn+4
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Posplositve v matematiki - tipi
nosplositev (Krygowska 1979, in Ciosek 2012)

* Indukcija: na osnovi odkritih pravil za za f(1), f(2),
f(3) ... predvidimo splosno pravilo f(n) za poljubno
naravno stevilo n.

Rekurzivne posplositve: podobno posplosevanju z
indukcijo, le da pravilo za f(2) sledi iz pravila za f(1) ,
f(3) iz f(2),..., in sploSno pravilo je podano v
rekurzivni obliki.
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* Poenotenje specificnih primerov:
trditve/pravila/izreke, ki veljajo za izbrane primere
lahko nadomestimo z enim splosnim
izrekom/pravilom, ki vkljuuje vse posebne
primere, npr.: Pitagorov izrek, formule za
ostrokotne in topokotne trikotnike lahko
posplosimo s kosinusno formulo.

* Posplosevanje sklepanja: nacin razmisljanja, ki smo
ga uporabili na posameznem primeru uporabimo
direktno pri oblikovanju splosnejsega pravila (npr.
ploscina pravokotnika, ploscina kvadrata).
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Vzorci in zaporedja v ucnem

nacrtu (2011)

» Sistematicno, po celotni
vertikali (od 1. do 9. razreda)
sta dodani vsebini vzorcev in
zaporedij kot didakticni pristop
za vpeljavo in razumevanje
algebrskih struktur.

* Kako jih vpeljujemo?

* oblikovanje in prepoznavanje
pravil v vzorcih S(npr.:
geometrijski, slikovni, glasovni
vzorci)

* oblikovanje Stevilskih zaporedij

(prepoznavanje in oblikovanje
pravil v Stevilskih zaporedjih{

* Nadgradnja ucne vsebine:
* |zpeljevanje posplosSitev

= 4. mednarodna konference o u€enju in poucevanju matematike KUPM 2018

Predalgebrsko razmisljanje

Algebrsko razmisljanje



Operativni cilji za mat. vsebino

*7)

“Vzorci

l. triletje

* oblikujejo slikovne in geometrijske vzorce,

e prepoznajo pravilo v slikovnem in geometrijskem vzorcu in vzorec nadaljujejo.

2. triletje

* Opazujejo vzorec, prepoznajo pravilo v vzorcu in ga nadaljujejo (4.r, 5. r.),
* oblikujejo slikovne in geometrijske vzorce (poljubno ali po pravilu) (5.r)
* prepoznajo pravilo v Stevilskem zaporedju, ga nadaljujejo in napovejo (npr. 20. ¢len zaporedja) (6. r)

3. triletje

* opazujejo vzorec in ugotovijo pravilo (7.r)

* oblikujejo ali nadaljujejo dano zaporedje v mnozici celih Stevil (8.r)

* Opazujejo vzorce, ugotovijo pravilo in ga zapisejo z algebrskim izrazom (8.r)

* opazujejo in prepoznajo pravilo v Stevilskem zaporedju in zaporedje nadaljujejo (8., 9.)

* prepoznajo pravilo v zaporedju, pois¢ejo posplositev in zapiSejo algebrski izraz (8., 9.)
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Vzorci in zaporedja v raziskavi TIMSS
2011 - 4. razred

Primer 1: nadaljevanje zaporedja (Vir: TIMSS 2011, str. 24)

Miha mora iz vzigalic sestaviti vzorec iz likov od 1 do 4.
Likil, 2 in 3 so prikazani spodaj.

Za lik 1 potrebuje 3tiri vzigalice, za lik 2 potrebuje sedem viigalic, za lik 3 pa
deset vzigalic.

Vsakié, ko sestavi naslednji lik v vzorcu, uporabi isto pravilo.
1 2 3

Koliko vzigalic bo potreboval za lik 4?

Odgovor:
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Rezultati za primer 1:
Kognitivnho podrocje: uporaba znanja
Mejnik znanja: visoka raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

65,5 64,2 66,7
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Primer 2: Induktivni sklep (Vir: TIMSS 2011, str. 64)

Boitjan je zlagal kvadratke na naslednji nacin.

1. ik 2. lik

A, Narisi 5. lik,

B. Koliko kvadratkov bi potreboval Boitjan za 16. lik ?

Odgovor:
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Rezultati za primer A:
Kognitivho podrocje: uporaba znanja
Mejnik znanja: srednja raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in

relacije
Odstotki Odstotki pravilnih ~ Odstotki pravilnih
Rezultati v pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniii Leto odgovorov deklicami decki
2007 63,9 64,3 63,4
2011 60,3 60,9 59,6
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Rezultati za primer B:

Kognitivho podrocje: sklepanje

Mejnik znanja: visoka raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci

in relacije

Odstotki Odstotki pravilnih ~ Odstotki pravilnih
Rezultati v pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniji Leto odgovorov deklicami decki
2007 48,1 46,9 49,3
2011 46,5 49,3 43,7
2 2 -
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Primer 3: Na poti do funkcijskega opisa zaporedja (Vir: TIMSS

2011, str. 79)

oo%c@o%égjo%

1.slika 2.slika 3.slika 4.slika
Zgoraj je prikazano zaporedje $tirih slik.

A. Dopolni spodnjo tabelo za 4. sliko.

Slika Stevilo krozcev
1 1
2 3
3 5
4

B. Ce bi zaporedje nadaljevali s 5. sliko, iz koliko kroZzcev bi bila sestavljena
5. slika?

Odgovor: ____

C. Ce bi zaporedje slik $e nadaljevali, iz koliko krozcev bi bila sestavljena
10. slika? (Ne risi slik!)
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Rezultati za primer 3 B:
Kognitivnho podrocje: uporaba znanja
Mejnik znanja: srednja raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

Odstotki Odstotki pravilnih  Odstotki pravilnih

Rezultati v pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniji Leto odgovorov deklicami decki
2007 72,5 72,8 72,1
2011 79,0 81,6 76,6
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Rezultati v

Rezultati za primer 3 C:
Kognitivnho podrocje: sklepanje
Mejnik znanja: visoka raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

Odstotki Odstotki pravilnih ~ Odstotki pravilnih

pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniji Leto odgovorov deklicami decki
2007 39,1 41,7 36,6
2011 47,4 55,2 40,5
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Primer 4: Naloga s Stevilskimi zaporedji (Vir: TIMSS 2011, str.

76)

Ce bi nadaljevali mporedje itevil 3, 6, 9, 12, katero od naslednjih stevil bi bilo e v
tem zaporedju?
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Rezultati za primer 4:
Kognitivnho podrocje: uporaba znanja
Mejnik znanja: visoka raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

78,6 81,0 76,5
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