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Definicija (Leikin, 2000)

Simetrija je trojica (S, I, M), ki sestoji iz objekta S,

specificnih lastnosti | danega objekta S in

transformacije M, ki zadosc¢a naslednjima dvema

lastnostma:

e objekt S pripada definicijskemu obmocju
transformacije M,

* delovanje transformacije M na objekt S ne spremeni
lastnosti | objekta S.
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Primer 1

OBJEKT: Trikotnik

TRANSFORMACIA

LASTNOST: Heronova formula:
permutacije stranic:

(a,b,c)
S =Js(s —a)(s —b)(s - c) (a,c,b)
(b ,a,c)

(b,c,a)

(c,a,b)

S:a+b+c (c,b ,a)
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Primer 2
OBJEKT: Trikotnik TRANSFORMACIJA
permutacije parov
LASTNOST: kosinusni izrek (stranica, kot)
a’ =b*+c° —2bccosa (a,a), (b,6), (c,y)

(a,a), (c,y), (b,6)
(b,8), (a,a), (c,y)
(b,8), (c,y), (a,a)
(c,v), (a,a), (b,6)
(c,v), (b,6), (a,a)

b>=a” +c” —2accos 3

c>=a’+b”—2abcosy
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Uporaba koncepta simetrije

1. pri resevanju matematicnih problemov
2. pri odkrivanju novega znanja
3. sklepanje z analogijo
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1. Uporaba koncepta simetrije pri
resevanju matematicnih problemov
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1. ReSimo sistem treh enacb s
tremi neznankami

3x+2y+2z=30
X+3y+2z=30
2x+y+32=30
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2012 28 . v
= 1a. ReSimo sistem enacb

"= 3x+2y+2=30
" x+3y+2z=30
= 2x+y+3z2=30

" po eniizmed standardnih poti

3x+2y+2z=30
-(x+3y+2z=30)*3

0 -7y -5z2=-60 y=
2x+y+32=30 5
-(x+3y+2z=30)*2
0-5y-2z=-30 y=

60/7 -5z/7 =6 -12/5

60/7 - 42/7 = 25z/35-72/35
(18/7 = 18z/35) *35

(90 = 182) /18

=

Konferenca o ucenju in poucevanju matematike,

Maribor, 23. in 24. avgusta

60/7 - 52/7

-2/5

3x+2y+z=30 (z=5,y=5)
3x+10+5=30
3x=15

x=...
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» Ce opazimo v problemu
simetrijo, smo hitrejsi ...

3x+2y+2z2=30
X+3y+2z2=30
2x+y+32=30

AHA! Simetrija
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3x+2y+2z=30
x+3y+2z=30
2x+y+3z2=30

AHA! Simetrija

Permutacije spremenljivk
(x,y,z) ohranjajo sistem

torej y=x In z=X

3x+2x+x=30-2> 6x=30
Xx=5
2> vy=5,z2=5
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= 1b. ReSimo problem.

Spremenljivki x in y povezujeta enacbi:
2 + 5y = 48 §rNg
5x +2y =-13 | ii E

Poiscimo vrednost izraza

2012x + 2012y.
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= 1b. Dani sta enacbi

2x + 5y = 48
5x + 2y = -13

PoiSCite 2012x + 2012y.

= |zradunajmo xiny:

2x +5y =48
Xx=24-5y/2

5(24 - 5y/2) + 2y =-13
120 - 25y/2 + 2y =-13
133 = 21y/2

266 = 21y

y =38/3

X =24 -5y/2
x =24 - (5 * 38/3)/2
x = 24 - (190/3)/2
X =24-190/6
x =144/6 — 190/6
X =-46/6
x=-23/3

2012x + 2012y =
= 2012 * (-23/3) +
2012*(38/3)=
= -46276/3 + 76456/3=
= 30180/3=
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=Ce pa opazimo
simetrijo...

2x + 5y =48
5x +2y =-13

lzraCunaj
2012x + 2012y.

AHA ! Simetrija
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Zacnemo pri simetriji:

2012x + 2012y = 2012(x +y)

Potrebujemo x+vy:

2x +5y =48
+(5x+2y=-13)

7x+ 7y =35

7(x+y)=35
XxX+y=5

2012(x +y) =
20012 * 5 = 10060
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»Vsaka simetrija,
ki jo opazimo pri podatkih ali
pogojih,
se zrcali v resitvi problema«
(G.Polya)
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2. Raziskujmo s simetrijo
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a+b+c
S =
2

=r je polmer krogu

vértane krodnice Vsaka izmed teh formul je

simetricna glede na

= R je polmer krogu ’ ;
Jep 8 permutacije stranic a, b, c.

oCrtane kroznice
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Posamezna formula (na primer)
2 2 2
a =b"+c¢” —2bccosa

ni simetricna glede na
permutacije parov (stranica, kot)

(a,a), (b,B) in (c,y),

2 _ 2 2
a”=0b"+c" —2bccosa toda vse tri formule skupaj

b’ =a’+c° =2ac cos B  imajo lastnost popolne

ermutacijske simetrije.
¢’ =a’+b>—2abcos y P : j
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Kotne funkcije
v pravokotnrm
trikotniku

tan a = a/b
cos a = b/c
sina =a/c

niso simetricne
pravokotni formule.

trikotnik
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Poskusajmo
nesimetricho

formulo
Odkrivajmo
S

spremeniti v simetrijo
simetricno
formulo ...
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Poskusajmo
nesimetricho

formulo
Odkrivajmo
S

spremeniti v simetrijo
simetricno
formulo ...
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Simetrija deluje!

sina a a c
) =—=— = h
smy ¢ sin a sin

‘ sin o smﬁ sin ¥

sin f/ b sin o sin ,8

sinag a a
= -
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Simetrija deluje!
Odkrili smo sinusni izrek.

Sinusni izrek
je simetricen glede na
h permutacije vseh treh parov

a ¢ (stranica, kot)

sina sin f3 - Sin ¥
(a,a), (b,B) in (c,v).
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Nova vprasanja, ideje za nove naloge

Pokazite, da v pravokotnem trikotniku velja zveza. = B

sin B b
S pomocjo koncepta simetrije zapiSite Se ostale zveze med stranicami
in koti v pravokotnem trikotniku. PosplosSite, utemeljite.

S - . tan o
V pravokotnem trikotniku izraCunajte razmerje

tan [
S pomocjo koncepta simetrije zvezo posplosite in se
prepricajte, ali velja ali ne.

cosa b
Dokazite, da v pravokotnem trikotniku velja  cos 8«

S pomocjo koncepta simetrije zvezo posplosite. Ali je posplosSitev
resnicna?
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3. Analogija
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Analogija je pomembna,
abstraktna vrsta simetrije.

A je proti B tako kot C proti D.

Par ,A,B“ in par,C,D“ sta analogna
drug drugemu.

A:B=C:D
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Luna je proti Zemlji
kot

??? proti Marsul.

................. Zavod Republlke sivvenye ca suiswo @ WWW.ZISS.Si
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Luna : Zemlji

2?2?27 : Marsu.

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo
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Luna : Zemlji

h.

Fobos : Marsu.




Luna je proti Zeml;i
kot
???  proti Marsu.
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Luna je proti Zeml;i
kot
??? proti Marsu.
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Luna : Zemlji

Deimos : Marsu.
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Luna je proti Zemlji
kot
2?7 proti Marsu.
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2. primer

Kaj je kroznica?
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Kaj je kroznica?

Kroznica s srediscem C in polmerom r
je mnozica tock v ravnini, ki so od
tocke C oddaljene zar.

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo @ WWW.ZISS.Si



KUPM 2012 Konferenca o ucenju in poucevanju matematike, Maribor, 23.in 24. avgusta
2012

Pois¢imo analogijo kroznici v 3-razseznem
prostoru?

Mnozica vseh tock v 3-razseznem

prostoru, ki so od tocke C oddaljene zar,
je ???
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Mnozica vseh tock v
3-razseznem prostoru, ki so od
tocke C oddaljene zar, je sfera.
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Kaj pa je analogija kroznici v 1-razseznem
prostoru?
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Kaj pa je analogija kroznici v 1-razseznem
prostoru?

Mnozica vseh tock v
1-razseznem prostoru, ki so od tocke C
oddaljene zar, je ???.
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KUPM 2012 Konferenca o ucenju in poucevanju matematike, Maribor, 23.in 24. avgusta

2012

Mnozica vseh tock na premici,

ki so od tocke C (na premici)
oddaljene za r, sta krajisci intervala s
polmerom r in srediScem C.
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3. primer Analogija Pitagorovega izraka v
3-razseznem prostoru

2D > 3D

aZ+b?=c?
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Analogija
Pitagorovega izreka

2D 3D

, ‘ 3 — razsezni prostor
ravnina

pravokotni trikotnik
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Analogija
Pitagorovega izreka

2D 3D

‘ 3 — razsezni prostor
ravnina

dve pravokotni daljici s
skupnim ogliscem

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo @ WWW.ZISS.Si



Analogija
Pitagorovega izreka

2D 3D

3 — razsezni prostor
ravnina

—)

tri pravokotne
daljice s skupnim

dve pravokotni daljici s .
ogliscem

skupnim ogliscem
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Analogija Pitagorovega

izreka
2D 3D
ravnina .
3 —razsezni prostor
vsota kvadratov dolzin vsota kvadratov
aZ+b2=c?

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo @ WWW.ZISS.Si
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Tri dimenzionalni Pitagorov izrek

2D > 3D

aZ+b?2=c?
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Tri dimenzionalni Pitagorov izrek

2D > 3D

aZ+b?2=c?
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Tri dimenzionalni Pitagorov izrek

2D > 3D

aZ+b?2=c?
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Tri dimenzionalni Pitagorov izrek

2D > 3D

aZ+b?2=c?
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Analogija Pitagorovega

izreka
2D 3D
ravnina 3 — razseini prostor

—)

y: 227
vsota kvadratov dolzin vsota kvadratov ?7?:

aZ+ b?=c?

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo @ WWW.ZISS.Si
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Tri dimenzionalni Pitagorov izrek

2D > 3D

A

a’+b=c? (Suae)” +(Suac ) +(Svac ) = (Spac )’

* = « s & » * s = = = » =« « « »« «» Zavod Republlike Slovenlje za solstvo @ WWW.ZrSS.Si
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Tridimenzionalni
Pitagorov izrek

A

Vsota kvadratov ploscin tistih ploskev, ki imajo vrh v

oeVev v

o VevVv v

pravokotnic (Sas) .

(SVAB)2 +(SVAC)2 +(SVBC)2 — (SABC)2

l-. \

Zavod Repubilke Slovenlje za Solstvo é
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Dokaz z Geogebro
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Dokaz z uporabo Heronove formule ab
Suag =
- 2
acC
Suac = ?
S bc
VBC ~ A
2

S=/s(s—d)s—e)sf) S:d“;”

a’b® +b°c® + a’c?
SABC — 4

Zavod Republlke Slovenlje za solstvo @ WWW.ZISS.Si
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Dokaz z uporabo vektorskega produkta

7. =(0, b, 0)

7. =(0, 0, ¢)

AB=r,—r1,=(-a, b, 0)

: AC=r.-r,=(-a, 0, c)

1 — —

S —|AB><AC|——|( a,b,0) x (aOc)|_—|(bc ac,ab) |= = \/(bc)2+(ac)2+(ab)2
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_ Analogija
4. primer Evklidovega izreka
2D --> 3D
. ° G ?
|FH|2=|FQ| |FG]|
|GH|?=|GQ|-|FG

oziroma
az=a.-C
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Analogija Evklidovega izreka

b2 = bc'c
aZ=acC
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Analogija Evklidovega izreka

2D > 3D

b2 = bc'c
aZ=acC

( SVAB)2= ABN"ABC
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5. primer Analogija Pitagorovega
izreka v
4-razseznem prostoru

4D

a2+ b2: C2
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Zakljucek

Koncept simetrije
* je pogosto prisoten v matematiki,

e sodi pa tudi med problemska znanja, ker

— je strategija (je orodje) za resevanje (nekaterih)
matematicnih problemoy,

— pomaga odkrivati nova spoznanja,
— z njegovo pomocjo zastavljamo nove probleme.
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In Vam za pozornost.




