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Geometrije s razli¢itom metrikom

koza pase travu [[Poveiite s koza p)

taksist [[Povezite s tzona]

taksist i golub  [PoveZie staksiTgolu) K U P M 2 0 1 2

deﬁniCija metrike [[Povezite s metrikal

pOVij est [[Povezite s povijest]

kad 1 nge u Srednj Oj ékoh || PoveZite sa sred. 3kola]

primjeri:

[Pseziesag] » analiticka geometrija

[Poveziestial o trigonometrija

[[Povezite s kompl.funkcije| o kompleksne funkCIJe

Povezite sa zakljuCak
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|| Granica taksi zone]

Sakrijte

ranicu zone|

stajaliste
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llustracije radi, navodim dva U knjizici Taximetrix, Hachette, Paris 1973, koja
[se2 primjera snizavanja apstrakcue je namijenjena djeci od 10 do 100 godina, uvode
koje su osmislili Fredérique i djecu u svijet euklidske i pseudoeuklidske metrike

George Papy. | geometrije.
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Definicija metrike

Metricki prostor je uredeni par (H,d) gdje je H skup, a d je metrika na H t;.
funkcija
d: Hx H-> R takva da za svaki x,y,z ¢ H vrijedi:

) a) d(x,y) =0,

B b) dlx,y) =0 akko jex=y,
c) d(x.y) = d(y.x),

0] d) d(xz) <d(xy) + d(y,z)

[Sakife
d ... funkcija udaljenosti ili udaljenost
H je ravnina = (D,d) je ravninska geometrija

Ako je udaljenost d ...
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Udaljenost d

1

dL=(‘x‘p+ ‘y‘p ) P, x%YER, p>0

za p = 1 ... metrika Minkowskog: dM:‘x‘ + ‘y‘ = udaljenost Minkowskog

za p =2 ... euklidska metrika: dg = (‘x‘z + ‘y‘ 2) : —> euklidska udaljenost

opcenito: zap >0 = Laméova udaljenost

[[PoveZite s metrika]
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Gabriel Lamé Hermann Minkowski Karl Menger
(1795. - 1870.) (1865. - 1909.) (1902. - 1985.)
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Matematika u srednjoj skoli

U Hrvatskoj u 2., 3.1 4. razredu gimnazije:

» analiticka geometrija: [Poveie s ag]

- udaljenost 2 tocaka, udaljenost tocke od pravca
- pravac
- krivulje 2. reda: kruznica, elipsa, elipsa, hiperbola, parabola

e trigonometrija: [Poveite s frig]

- trigonometrijska kruznica
- trigonometrijske funkcije: sinus, kosinus, ...

° kompleksni broj evi || Povezite s kompl.funkcije]

|| Povezite s geometrije}




Primjeri iz analiticke geometrije

Nacrtajmo:

° duiina || Povezite s m-duzinal

o simetrala duZine tj. para toCaka [Eoerteswsmeraadizie

o krivulje 2. reda:

- kfllinica, [[PoveZite s mkruZ]

- elipsa, || Povezite s M-elipsal

|| Povezite s M-elipsa&hiperbolal

_ hlperb Ola, [[PoveZite s M-hiperbolal

- parab Ola || Povezite s M-parabola]
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Duzina AB jeiskup toCaka izmedu A1 B
{T .. |AT|+|TB|=|AB[}

dv (A,B)=d,(A,T) + d,(T,B)

-2-x] + |-T-y| + -3 + -2 = 8
" b (3,2)

A (-2,-1)




16+

M-simetrala duzine dy, (A, T)=d,(T,B)

12+




m-Kruznica
|IST|=r,r>0

[[Povezite s a.g]




12+

M-elipsa
AT [+ |TB| =t
T
| o)
B

) ¢

A
27 X-a|+|y-b|+[x-c|+|y-d|=t
" \a—C‘+ b—d\:7,04 < t=11,00
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30+

28+

26+

24+

22+

20+

18

16

14-

12

10

M-hiperbola

[Povezite s a.g]




16—

14+

[x-a|+|y-b

M-elipsa
|+[x-c|+]y-d|=t

M-hiperbola

Ix-al-+y-bl-x-cHy-d|=p

[[Hide M-elipsa]
10+
p=pBl < fa-d+p-d=771 | < t=]126
8__
1 1 [[Hide M-hiperbola]
gxX)=x+ —(-a+b-c+d+t) O
1 F,
h(x) =x + E-(—a+b—c+d—t)
4+ \\\\\ .
@) r(x)=—x+;(a+b+c+d+p)
Y /
2+ 1
S(X)=—X+E-(a+b+c+d—p)
T = . ‘ = = T T T T = T T T T =
-10 -5 5 10 15 20
_2__
T [[PovezZite s a.g]




k=2,00 >

k=[2,00

1

=300

=kx+1

( ZariSte

M-parabola

(3,76 , 1,72) je "ispod" ravnalice y=kx+I)
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Primjeri iz trigonometrije

o jedini¢na trigonometrijska kruznica [Eoezsesmg

o funkcija sinus
- PZZ 1 p:l || Povezite sa sin|
- p > O || Povezite s p-sin]
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2,5

2

Jedini¢na tri

1,5

|| Sakrijte jedini¢na trigonometrijska e-kruznical

|| Sakrijte jedinicna trigonometrijska m-kruznical

1,54

NI
I
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25+

Funkcija sinus: ... ordinata y-tocke T na
jedinicnoj trigonometrijskoj’kruznici

15+
|| Sakrijte e-sinusoidal || Pokazite m-sinusoidal
0,5+
| |
51 21 m 21
6 3 2 3 6 6 3 2 3
_0,5 4

= X):SinE(X)

ﬂPoveiite s trig]
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Funkcija sinus: ... ordinata y
jedinicnoj trigonometrijskoj’kruznici

25+

1,5

tocke T na

|| PokaZite e-sinusoidal [[Sakrijte m-sinusoidal 1 1
0,5+

51 21 m m T T m 21 5m

6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
_0,5 4

_1 ’5__
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25+

Funkcija sinus: ... ordinata y tocke T na
jedinicnoj trigonometrijskoj’kruznici

15+
|| Sakrijte e-sinusoidal || Sakrijte m-sinusoidal
0,5+
51 21 m T m 21 5m
6 3 2 3 6 6 3 2 3 6
_0,5__

E X):SinE(X)

_1 ’5__

||Povezite s trig]




3,00

1,4+

[[Povezite s trig|
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1,47
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f,: R>[-1, 1]: x > fy(x) = siny(x) |

12
1.4 [[Povezite s geometrije]
16
18



f,: R~ [-1,1]: x > f,(x) = sin,(x)

4,87

[| Povezite s trig]
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Kompleksne funkcije

. Linearna funkcija  [[f(z)=az+b

. Linearna razlomljena funkcija [[Povezite f(z)=(az+b)/(cz+d)|

. Kvadratna funkcija  [LLinkto primjer az"2+bz+c|

. Eksponencijalna 1 logaritamska funkcija

. Kompleksna potencija

. Trigonometrijske 1 hiperboli¢ne funkcije [[Link to f(z)= sin(z)] [[Link to f(z)= sh(z)|

. Primjene  [[Link to vektorsko polje] [[Link to Juliaovi skupovi]

. Vizualizacija funkcija: reljefne plohe [[Link to ploha |||
[[Link to ploha |z2]|

[[Link to ploha [sin(2)]}

[[Link to ploha [sh(@)[]

|| Povezite s s}
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2,84

Funkcija f(z)=az+h kao pose

v Z+b
‘\I‘]ef(Z): Z+d pay b; C,dSC.
A\

Preslikajmo/transformirajmo kompleksnom linearmo
a) pravac kroz ishodiste, 1

1,8
b) trokut, 5 Present c=0, d=1]
C) pravac, 16+ N
d) kruznicu sa srediStem u i1shodisStu, ol b )
¢) kruznicu sa sredistem razli¢itim od ishodista, | b
f) grb Republike Hrvatske. 12+ .W_f(Z)
Sto se moze zakljuciti o transformaciji? ol | x4
0,8 b
06-F ® &
J + d
a 0,4 i
[[Show Rjesenje] 0,2+
O__
- {[Showa)] -+t e e T e B B o o
-2,5 = -1,5 -1 -0,5 i ® 0,5 2 2,5 3
s c
- °
-0,4+ A I Link to kompleksne funkcije]
087




25

Preslikaymo Mobiusovom transformacijom fotografiju cvijeca.

IShow Mébiusova transformacijal

[[Show Slika cvije¢a]

®
a b
®
d
T 1T 1T 1T 11 _|2 |||||||||| 1 |||||||||||||||||||| :|3 ||||||||| 4|' T T
® My [Sakrijte transformiranu sliiku
Z ! 7
° 05T e
C 3
1 ®
w=f(z) [[Show Napomena]
_1,5__
1 [[Link to kompleksne funkcije]
_2 i




f(z) = a-72+b-z c,a, b, ceC, ar0

3

Preslikajmo/transformirajmo kompleksnom kvadratnom funkcijom f(2)
a) pravac, 25
b) trokut,

¢) kruznicu sa srediStem u i1shodiStu,
d) kruznicu sa srediStem razli¢itim od ishodista, ?
¢) grb Republike Hrvatske.
Sto se moze zakljuditi @ transformaciji?

[[Show Rje3enje]

Show a f( 1) kl

[[Link to kompleksne funkcije]
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3,5

f(z) =%in(z)

2,5
b
g
Preslikajmo/transformiraymo kompleksnom fgnkcijom sinus: ;57
5 . T T i
a) mreZu pravokutnika: 5 <x< 54 <y<p T
b) grb Republike Hrvatske. T °
Sto se moZze zakljuciti o transformaciji? T Z
T e T o T S ST™20 & NNEIVANSE SV SEL SN S S S H A S SV
-5 -4 -3 -2 -1 T 1 2 3 4
I Show Rjesenjel 1 ®
T sip(z)
Show b 1
IMove grb u ishodite] L:
w: [[Link to kompleksne funkcije]
L“u
s
LT
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P

N

N
ol
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N
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IMove grb u ishodiste

2,5
b
;ﬂg&

g ﬂ
Preslikajmo/ffansformiraj [ fiinkcijom sinus: 1’5:

a) mreZu gravokutnika: - \/ /—\\/
_b) grb Rgpublike/Hrvatske. T
Sto se mo % T y

e —— ::::::::::::::::::::::::)é W ° w%

-5 4 -3 1 1

I Show Rjesenje k[ X) o

- D T
W [N w +
| I | | I I | | I I |

u
¢
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K

N

1
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3,5

f(z) =%in(z)

2,5

N

Preslikajmo/transformirajmo kompleksnom fynkcijom sinus:

T T
a) mreZu pravokutnika: 5 <x< 54 <y<p

_b) grb Republike Hrvatske.
Sto se moze zakljuciti o transformaciji?

1N
"

[N

I Show Rjesenjel

Show b

IMove arb u ishodiste]

[[Link to kompleksne funkcije]




Preslikajmo/transformirajmo kompleksni
sinusom:

T T
a) mrezu pravokutnika: - 5 < —<x< > <

_b) grb Republike Hrvatske.

Sto se moze zakljuciti o transformacjji’

-5 -4 -3 -2

I Show Rjesenie]
Show a)
Show b)

IMove grb u ishodiste]
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Hide Primjer

Preslikajmo/transformirajmo kompleksnim h
sinusom:

T T
a) mrezu pravokutnika: 3 <x<7%

2 2
_b) grb Republike Hrvatske.
Sto se moze zakljuciti o transformaciji?

asy<

3,5

erboli

cnim

-5 -4 -3 -2
[[Show Rjesenie]
[[Move grb u ishodiste]

ILink to kompleksne funkcije]
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PR BJuliaOV skup za f(z) = 7*+c

Plave toc¢ke su ¢lanovi Juliaovog skupa separiranog vrijednoscéu z.

- °

4 0 ;

—-0,35 +-0,44 -i . $
. ° 3‘ e [ Siegelov kruzni fraktal]

L, C et [ San Marco fraktal]

ﬁ J'. ot e . Y [ Douadyijev zegji fraktal]
- "3 J dendrit fraktal

'\/i [Licdinicna kruznica]

Ovo su neke
[[hide koordinate broja c] [[hide slavne vrijednosti] vrijednosti za ¢
zabiljezene u literaturi
kao Juliaovi skupovi.

~/

o

= J) Povucite C za promjenu iteracije funkcije f.
;

ﬂLink to kompleksne funkcije}

N. Jackiw, 2002



Qo1

y = 2,50
x = 1,63
f2)| = 2,98

XY pogled

XZ pogled
YZ pogled
o
o

+X

O(Y

[[Link to kompleksne funkcije]
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Reljefna ploha za f(z)=z°

0 o] /
y =0,53 |
x=0,21 ‘:,’ 7

9 “"00
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XXX 0%‘00’0 7
00000000 %ty 7
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O 0 OO0 0y 0y 200 431101117777
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N RAE0458777
\ XK ‘00 &
\\\\
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o3
l Link to kompleksne funkcije]




Reljefna p 7
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(P —— |

y = 0,67
x=-1,19
[f(z)] = 1,61

XS X
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l Link to kompleksne funkcije]




The Lamé surface .
0 o1 Superegg

Q

m =11

n =14,00]

p=9
zview]

l Show Picture|

[[Hide Transformed Picture]

[[Show Transformed Picture]

Show Objects
Hide Objects




ZakljuCak

Dinami¢nom vizualizacijom 1 sniZavanjem razine
apstrakcije matematickih pojmova otvaraju se

neslu¢ene mogucnosti upoznavanja 1 prihvacanja
matematike kao svakodnevnog 1 mo¢nog alata na
svim razinama 1 podru¢jima ucenja 1 poucavanja.
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Hvala na pozornosti
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